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2. 教改项目清单及部分结题截图 

 形成了一批教学研究和改革项目并获得高度评价。 

（1）教育部大学数学课程教学指导委员会项目 

1）面向新工科的大学数学基础课程体系构建----以部分工科优势高校为例，2019-01至

2020-12，姜广峰主持 

2）大学数学课程质量评价指标研究与数据发布，2019-2020，姜广峰主持 

3）基于 MOOC与智慧教学下，大学数学课程教学模式、教学方法、学习过程评价方法的研

究与实践，2019-01至 2020-12，崔丽鸿主持，结题为优秀 

4）新媒介环境下《线性代数》课程教学中培养学生创新思维和能力的研究实践 2015-11至

2017-08，崔丽鸿主持 

5）高水平特色行业型大学《线性代数》课程数字化资源建设，2013-12至 2015-08，姜广

峰主持 

6) 新时代大学数学系列新形态教材范式研究与应用研究，2021-07至 2023-06，崔丽鸿主

持 

（2）中国高等教育学会项目 

7）“双一流”背景下高水平教师队伍建设的机制体制创新研究， 2018-2020，姜广峰主持 

（3）北京市教委项目 

8）线性代数优质本科课程，人才培养共建项目，2020-12至 2020-12，崔丽鸿主 

9）析数悟理、思政立德－在数理公共基础课群中融入课程思政的探索与实践，2020-08至

2022-08，邵晓红主持，姜广峰排名第 2，崔丽鸿排名第 6。 

（4）教育部在线教育研究中心 

10）线性代数混合式教学试点项目，2017-09至 2019-08，崔丽鸿主持 

（5）高等教育出版设项目 

11）线性代数课程的数字化资源建设，2016-12至 2017-12，崔丽鸿主持 

12）线性代数在线测评系统建设，2017-01至 2019-8，崔丽鸿参与 
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部分相关图片 
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3. 教材清单及佐证 

（1）姜广峰、崔丽鸿主编：《线性代数》，高等教育出版设, 2015年 

（2）崔丽鸿、姜广峰：《线性代数导学备考一书通》，化学工业出版社，2011年 

（3）姜广峰，崔丽鸿，线性代数难点剖析与和典型例题讲解，高等教育出版社 高等教育

电子音像出版社，2018年。  

（4）彭建华主编，崔丽鸿等参编：《线性代数典型题解析及自测试题》，西北工业大学出版

社，2000年（1）高等教育出版社出版（主编之 1），线性代数，2015年。 

（5）杨永愉、李秋姝、崔丽鸿：《高等数学学习辅导》，化学工业出版社，2007年。 

（6）刘渭川、龙洪波主编，崔丽鸿等副主编： 《高等数学概念释义与错解辨析》，武汉工

业大学出版社，1995年。

 

 

http://search.dangdang.com/?key2=%D1%EE%D3%C0%D3%E4&medium=01&category_path=01.00.00.00.00.00
http://search.dangdang.com/?key2=%C0%EE%C7%EF%E6%AD&medium=01&category_path=01.00.00.00.00.00
http://search.dangdang.com/?key2=%B4%DE%C0%F6%BA%E8&medium=01&category_path=01.00.00.00.00.00
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线性代数教材配套资源链接 http://abook.hep.com.cn/43595 

 

 

http://abook.hep.com.cn/43595
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4. 在线课程清单及网址 

（1）《线性代数典型习题讲解》MOOC 课程，在爱课程平台运行 7期； 

网址：https://www.icourse163.org/course/BUCT-1002607035 

（2）《线性代数》优慕课课程，在北化在线运行 4期； 

网址：https://course-proxy2.buct.edu.cn/meol/index.do 

（3）《矩阵论及其应用》MOOC课程，在学堂在线运行 3期； 

网址：https://www.xuetangx.com/course/SDDXP0854003501/7770016 

（4）线性代数 MOOC课程等待上线中。 

网址：https://www.icourse163.org/course/BUCT-1002602034?tid=1002790094 
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5. 线上线下混合式教学内容的模块化列表及教学设计流程图 

模块

内容 

模块主题 模块特

点 

呈现形式 教学方式 学时 

 

 

一般 

内容 

矩阵的概念及乘法  

 

 

基础性 

易于掌

握 

 

线上+线下 案例引入+现象反思 2 

逆矩阵和分块矩阵的

计算 

线上+线下 案例引入+教师讲授 3 

行列式的性质 线上+线下 问题驱动+思辨讨论 2 

线性方程组的求解与

初等行变换 

线上+线下 问题驱动+思辨讨论 2 

线性方程组的等价命

题 

线上+线下 现象反思+师生讨论 2 

n维向量的基本概念 线上+自学 例题导入+教师讲授 1 

向量组的内积与正交

向量组 

线上+线下 例题导入+教师讲授 2 

化二次型为标准型 线上+线下 现象反思+师生讨论 2 

行列式与克莱姆法则 易于理

解 

内容相

对独立 

方便计

算 

线上+自学 问题驱动+过程点评 1 

矩阵的线性运算 线上+自学 问题驱动+过程点评 1 

二次型与对称矩阵 线上+线下 问题驱动+过程点评 1 

 

 

 

 

 

 

 

重 点

难点 

内容 

 

初等矩阵  

 

 

 

 

 

抽象 

逻辑性

强 

关联性

强 

线上+线下，精讲 例题导入+教师讲授 2 

n阶行列式的定义 线上+线下，精讲 问题驱动+思辨讨论 2 

行列式按行(列)展开 线上+线下，精讲 问题驱动+思辨讨论 2 

行列式与方阵 线上+线下，精讲 例题导入+教师讲授 2 

矩阵的秩 线上+线下，精讲 现象反思+师生讨论 2 

向量组的线性关系 线上+线下，精讲 任务驱动+师生互动 2 

向量组的秩 线上+线下，精讲 任务驱动+教师讲授 2 

*n维向量空间 线上+线下，精讲 现象反思+师生讨论 2 

线性方程组解的结构 线上+线下，精讲 任务驱动+翻转课堂 2 

特征值和特征向量 线上+线下，精讲 现象反思+师生讨论 2 

矩阵相似与对角化 线上+线下，精讲 实战演练+师生讨论 2 

实对称矩阵的性质和

对角化 

线上+线下，精讲 任务驱动+师生互动 2 

二次型的不变量和唯

一性 

线上+线下，精讲 任务驱动+启发探索 2 

*二次型的正定性 线上+线下，精讲 任务驱动+启发探索 2 

*线性代数中的典型

应用 

线上+线下，精讲 任务驱动+启发探索 2 
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式 子

大 内

容 

高阶行列式的计算  

基本性 

贯穿性 

计算量

大 

线上+线下 教师讲授+启发式 1 

矩阵的初等变换 线上+线下 任务驱动+过程点评 1 

方程组的判定和求解 线上+线下 教师讲授+启发式 2 

 

 

 

软 件

操 作

内容 

矩阵的运算  

 

 

操作性

强 

应用性

强 

交叉性

强 

线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

*行列式的计算 线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

线性方程组求解 线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

*向量空间的基 线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

*特征值与特征向量

的计算 

线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

*二次型的图形实现 线上+线下 案例教学+任务驱动 0.5 

减去*号内容为 48 学时 总课时 56 
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6. 基于 BOPPPS 模型的混合式教学设计表单样例 

课程名称 线性代数 

教学内容 正交矩阵的定义和判断，应用其几何意义画出五角星及国旗。 

教学手段 
线上、线下混合式教学，课堂讲授和提问讨论，辅以多媒体幻灯图片，雨课堂

平台和慕课平台。 

教学目标 
同学们理解正交矩阵的定义，应用新学的知识，结合几何特性，用向量的方法

画出五角星及国旗。 

教学重点 正交矩阵的几何意义。 

教学难点 正交矩阵的计算和应用。 

授 

课 

过 

程 

设 

计 

BOPPPS 

有效教学结构 

时

间 
教学者活动 学习者活动 

PPT/ 

板书设计 

导言 Bridge-

in 

3m 问答方式引入红旗标准和

思政元素 

抢答和讨论 PPT 

学习目标 

Objective 
3m 

掌握向量旋转的矩阵背景，

了解正交矩阵的定义及等

价判定方式，培养了逻辑推

理的能力，训练了多角度思

考问题的素质 

听讲 PPT 

前测 Pre-

assessment 
5m 

通过“北化在线”发布试题：

施密特正交化的过程  

参与解答 PPT 

参与式学习

Participator

y-learning 

14m 引入向量旋转的矩阵背景，

给出正交矩阵的定义，完成

五星红旗中五角星的位置 

可邻桌协作

“雨课堂”

做答 

PPT+板书 

后测 Post-

assessment 

14m 讲解正交矩阵的基本性质

和等价判断，“雨课堂”发布

试题检测 

“雨课堂”

做答 

PPT 

总结 Summary 
6m 总结正交矩阵的定义、性质

和具体应用，布置课后作业 

听讲 PPT 
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 6. 课程思政案例目录清单及其教学案例设计 15 个 

 

序

号 

案例主题 章节 思政要点 

1 线性代数中的美学 全书 引导帮助学生从美学（抽象美，简洁美，统一美，

奇异美，对称美）的角度去学习和理解所学知识，

激发学习兴趣 

 矩阵源于中国 1.1 《九章算术》包含矩阵雏形，体现我国数学文化历

史悠久，增强学生的民族自豪感、文化自信 

3 防疫二维码中的矩阵 1.1 防疫二维码与矩阵的关系，体现家国情怀 

4 矩阵乘法与出行 1.2 矩阵乘法—高铁出行方案—国家建设、民族自豪 

5 逆矩阵与解密 1.3 求逆矩阵—信息加密—国家安全—保家卫国 

6 矩阵中的“0”和“1” 1.3 零矩阵和单位矩阵蕴含的集体主义观和积极的人生

观 

7 范德蒙行列式保障通信

安全 

2.3 范德蒙行列式—信道安全—搭线 

8 疫情下的“秩”序与人脸

识别 

3.3 维护校园防疫“秩”序刷脸到人脸识别，引出秩与机器

学习算法关联，激发学生学习兴趣 

9 方程组的有趣应用 3.4 方程组--交通建设—建设祖国、爱国护国情怀 

10 大国家队模式的向量组 4.3 “大国家队模式”--“组队上场比赛的小组队”--“向量组

的极大无关组”--凝聚力--团结协作力 

11 正交矩阵与五星红旗 4.5 向量旋转--五星红旗的制作—爱国情怀 

12 北斗导航中的定位问题 5.3 用线性代数来解决“北斗导航”系统的四星定位问

题，激励学生家国情怀和求知欲望 

13 特征向量与优美的小波 6.1 科教融合案例，培养学生高级思维和应用能力 

14 实对称矩阵与生活美 6.3 葡萄酒分类—实对称矩阵的对角化—开阔视野—学

习兴趣、家国情怀 

15 国家建设中的二次曲面 7.2 二次型—曲面—鸟巢—国家建设、民族自豪感 



行列式的美学 

一、 课程教学目标 

行列式是按照一定的法则，计算存储在一个方阵中的数据所对应的数

值。行列式也体现了我们构建的线性代数“4模块”课程思政资源中的符号

美、简约美、对称美、奇异美等美学。通过本案例的教学，使学生达到如下

目标： 

知识目标：理解向行列式等概念，知道二阶、三阶行列式中展开式的特

点，理解一般行列式的定义。 

能力目标：训练已知条件的充分挖掘，内在关系的发现和利用，逻辑推

理的能力。 

素质目标：通过发现规律进行抽象归纳，将问题化繁为简，从“形变质

不变”看待事物变化，提高辩证思维能力和应用能力。 

二、课程育人目标 

围绕“行列式的定义”改革展开教学，将“行列式的定义及计算”对

应于“线代中的美学”，让学生讨论并发现符号美、简约美、对称美、奇异

美。通过“二阶、三阶行列式”案例，激发学生学习兴趣，增加自身核心竞

争力，成为更好的自己。 

三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第 2章 

第 1节 行列式的

定义 

围绕“行列式的定义”改革展开教

学，将“行列式的定义及计算”对

应于“线代中的美学”，让学生讨

论并发现符号美、简约美、对称

美、奇异美。 

知识目标：理解向

行列式等概念，知

道二阶、三阶行列

式中展开式的特

点，理解一般行列

式的定义。 

能力目标：训练已

知条件的充分挖

掘，内在关系的发
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现和利用，逻辑推

理的能力。 

素质目标：通过发

现规律进行抽象归

纳，将问题化繁为

简，从“形变质不

变”看待事物变

化，提高辩证思维

能力和应用能力。 

四、实施过程 

1. 开场白。 

本次课程讲授的章节标题（第 2 章第 1 节行列式的定义），主要内容（包

括二阶、三阶行列式与一般行列式的定义），并强调所需的主要相关知识（向

量组的线性相关性），以 PPT 形式呈现。 

2. 案例引入—-二元线性方程组 

二元方程组的解的公式 

设二元线性方程组  



=+

=+

2222221

1212111

bxaxa

bxaxa

 

用消元法,当 021122211 − aaaa  时,解得 21122211

121211
2

21122211

212122
1 ,

aaaa

baba
x

aaaa

baba
x

−

−
=

−

−
=

。 

请同学们思考、讨论： 

   解有什么规律？如何记忆以上二元线性方程组？ 

3.引入二阶行列式的定义 

令 11 12

11 22 12 21

21 22

a a
D a a a a

a a
= = − ,称为二阶行列式 ,则 

,
b a a b b a a b

x x
a a a a a a a a
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如果将 D中第一列的元素 11a , 21a  换成常数项 1b , 2b  ,则可得到另一个

行列式,用字母 1D 表示,于是有 

222

121

1
ab

ab
D =

 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 212221 abab − ,这就是 1x 的表

达式的分子。同理将D中第二列的元素 a 12,a 22 换成常数项 b1,b2 ,可

得到另一个行列式,用字母 2D 表示,于是有  

212

111

2
ba

ba
D =

 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 121211 baba − ,这就是 2x 的表

达式的分子。 

于是二元方程组的解的公式又可写为 










=

=

D

D
x

D

D
x

2
2

1
1

   其中 0D  

引发学生思考：二阶行列式的美。 

组织讨论，给出答案—符号美、对称美、奇异美。 

4.引入三阶行列式的定义 

设三元线性方程组








=++

=++

=++

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

用消元法解得  
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定义： 设有 9个数排成 3行 3 列的数表 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

记 333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D =

322113312312332211 aaaaaaaaa ++=
332112322311312213 aaaaaaaaa −−− ,称为三

阶行列式,则  

当

a a a

D a a a

a a a

  

  

  



时，方程组有解 

, ,
DD D

x x x
D D D

 
  

. 

其中
( , , )jD j   

是由常数项 , ,b b b  替换D中的第 j列得到的的三阶行列

式，即 

, ,

b a a a b a

D b a a D a b a

b a a a b a

     

       

       

a a b

D a a b

a a b

  

   

    

 

 

引发学生思考：三阶行列式与二阶行列式的共同之处。 
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答案：项数、每项所含元素个数、符号，体现二阶、三阶行列式的统一

美。 

5.给出实例展现三阶行列式与几何的联系，体现美 

三阶行列式可以采用对角线法计算其值，为了更直观的了解这个过程，

我们把行列式的元素依次排在圆柱体的外圆上，它们的排列方式及乘积顺

序如下图，再将圆柱体变形为圆锥体，它的俯视图就非常具有规律和美感。 

 

图 1、乘积顺序得正号（图左）      乘积顺序得负号（图右） 

 

图 2、圆锥体俯视图 

线性代数与几何也有着非常密切的联系，许多性质定义都可以用几何

图像来表示。下面我们就来了解一下二阶或三阶行列式一些性质的几何意

义。二阶行列式是两个向量所张成的平面四边形，而三阶行列式

333

222

111

),,det(

cba

cba

cba

cba =

则是平行六面体的有向体积，如图 3。 
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图 3-3、平行六面体 

行列式两行（列）元素相同，行列式等于零，平行六面体向下压缩变为

平面四边形，如图 4。 

 
图 4、平行六面体压缩为平面四边形 

行列式中交换两行（列），行列式值符号变化，用几何图像表示为图 5。 

 
图 5、行列式交换两行几何表示 

),,det(),,det(),,det(),,det( kcbackbacbkacbak === ，用几何图像表示为图 6。 

 
图 6、平行六面体一条棱扩大 k倍 

（1） ),,det(),,(det ckabacba += ，几何意义为平行六面体在 a 方向上进行

变换，表示为图 7。 
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图 7、平行六面体在 a方向变换 

 

6.引入 N 阶行列式的定义与实例 

n 阶行列式 

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

  

  

 

( )
( ) n

n

n

τ j j j

j j n j

j j j

a a a 

 

 

 

， 

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

  

  

 

( )
( ) n

n

n

τ l l l

l l l n

l l l

a a a 

 

 

 

 

其中 nj j j  表示对所有 n级排列 nj j j  求和，
( )

( ) n

n

τ j j j

j j n ja a a 

   称为行

列式的一般项.特别地，当 n 时， 11 11a a ；当 ,n  时，即为前述的二阶，

三阶行列式 

【例 2.2】计算行列式

n

n

n

nn

a a a a

a a a

D a a

a

   

  

 



 

   ，其中 , , , ,iia i n   . 

【解】 

n

n

n

nn

a a a a

a a a

D a a

a

   

  

 



 

   nna a a  . 
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上三角行列式的值等于其主对角线元素乘积，这一结论对于下三角行

列式也成立，即有 

n n n nn

a

a a

a a a

a a a a



 

  

  

  

 



nna a a  . 

特别地，有 

nn

a

a

a

a







  

  

  

   nna a a  ， 

上述主对角线以外的元素全为零的行列式称为对角行列式. 

7. 从例子中总结“行列式的奇异美” 

在培根曾说过：“美在于奇特而令人惊异。”而奇异美就指那些能够打破

人们原有的认知和习惯，表现出超乎想象、引人思考、已于寻常、奇妙特别

的美。从数学的角度来说，许多数学分支的发展靠的就是数学奇异的特性，

它吸引着无数数学家前仆后继向着更深的层次学习研究。人们在最初定义

数时，只知道 1、2···这样的实数，然而随着时间的发展却惊异的发现，

在 1 和 2 之间也存在无数的数，人们将它们定义为无理数，认为它们是不

可名状的数，在它的定义过程中少不了人们对其的惊奇和探索。 

在计算行列式的时候，常常有一些结构特殊的行列式，这些行列式与其

它普通的行列式相比更具有结构上的美感，掌握了其中的规律，求解的过程

就会变得更简单。 

作业题： 
 
2.1：2（1）、4、6 
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矩阵源于中国 

一、课程教学目标 

矩阵是现代数学中常用的工具，作为解决线性方程的工具，《九章算术》

中已经出现了线性方程组的增广矩阵。通过本案例的教学，主要想达到如下

三个目标： 

知识目标：让学生学会矩阵概念，了解矩阵的重要性，矩阵的概念来自

实际，是数学理论研究中的一个重要内容；矩阵是数据存储、处理的重要载

体；矩阵解决许多实际问题的重要工具。 

能力目标：从实际生活中提炼更多矩阵的例子，掌握常用数学软件的矩

阵表达方式和基本的运算方法。 

素质目标：结合中国古代的数学成就，增强民族自豪感和自信心，鼓励

新一代的大学生勇于攀登科学高峰。 

二、课程育人目标 

从日常使用的十进制开始，介绍中国古代已经有了十进制计数法，普

及传统文化。利用《九章算术》中方程术，了解古代中国劳动人民的文明程

度和聪明的数学才智，使学生对中国传统文化更加了解，增强文化自信。 

三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100 字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第 1章 

1.1 矩阵的概念 

（1）本小节介绍《孙子算经》

中的十进制计数法，介绍中国在

2000年前就有十进制，更有 12

进制（干支纪年法），只是记号

不同。 

介绍日常使用的十

进制以及矩阵的雏

形，普及传统文化。

利用《九章算术》中

方程术，了解古代中

国劳动人民的文明
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（2）通过《九章算术》之方程

章的具体实例，看出中国古代已

经有方程组、矩阵，比西方的相

关概念与运算早 1800年。 

程度和聪明的数学

才智，使学生对中国

传统文化更加了解，

增强文化自信。 

 

四、实施过程 

1. 开场 

询问学生所知道的中国古代的数学成就有哪些，从小学知道的圆周率

开始，到初中学过的勾股定理，再到高中用到的祖暅原理，说明古代中国人

民具有数学才智。 

2. 引例和定义 

首先用来自于实际生活的例子引出矩阵，某宿舍甲、乙、丙、丁四位同

学每天把早、中、晚三餐的餐费花销记录在一张表中，如下表所示是四位同

学在 2013年 6月份的第一周的周一统计 

 早餐 中餐 晚餐 

甲 2 6 8 

乙 2 7 7 

丙 2 8 6 

丁 3 8 9 

如此用表格 1

2 6 8

2 7 7

2 8 6

3 8 9

A

 
 
 
 
 
 

的方式记录，引入矩阵，培养学生要生活节俭，花

销要有度。 
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3. 引入定义和例子 

定义：由 m×n 个数排成的 m 行 n 列数表

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

称为一个 m

行 n 列矩阵, 常记为 ( )ij m nA a  ，其中
ija 表示第 i 行第 j 列所在的元素。 

《九章算术》中已经有了矩阵的雏形，例如《孙子算经》记载十进制：

“凡算之法，先识其位，一纵十横，百立千僵，千十相望，万百相当。……

六不积五不只。” 

 

另外，还有矩阵表示方程组的例子，如下 

 

 

 

就是矩阵
3 2 19

1 4 23

 
 
 

和
2 1 11

4 3 27

 
 
 

，分别是现代的线性方程组 

3 2 19

4 23

x y

x y

 


 
和

2 11

4 3 27

x y

x y

 


 
。 

在《九章算术•方程》中，有完整使用方程解决实际问题的例子， 

例题：今有上禾三秉,中禾二秉,下禾一秉,实三十九斗；上禾二秉,中禾三秉,
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下禾一秉,实三十四斗；上禾一秉,中禾二秉,下禾三秉,实二十六斗；问上、

中、下禾实一秉各几何?” 

现代的观点来看，设上禾实一秉 x 斗，中禾实一秉 y 斗，下禾实一秉 z 斗,

则有三元一次方程组

3 2 39

2 3 34

3 2 26

x y z

x y z

x y z

  


  
   

，对应的矩阵为

3 1 2 39

2 1 3 34

1 3 2 26

 
 
 
 
 

。 

对一般线性方程组








n n

n n

m m mn n m

a x + a x + + a x = b

a x + a x + + a x = b

a x + a x + + a x = b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

，本质是其线性方程组对

应的增广矩阵

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 

，两者间是一一对应关系。 

4. 思政要点 

    通过介绍十进制和矩阵的例子，说明中国古代应用数学方面的领先地

位，对于现代大学生增强四个自信有重要的支撑作用。 

5. 介绍常见矩阵 

还有一些常见的矩阵，（1）若行数=列数=n，称为 n 阶方阵， 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

 

   表示主对角线，  表示副对角线。 
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（2）形如

1

2

0 0

0 0

0 0 n







 
 
 
 
 
 

称为对角矩阵，记为 1 2( , , , )ndiag    . 

(3)记

1 0 0

0 1 0

0 0 1

nE E

 
 
  
 
 
 

，称为单位矩阵。 

（4）若 n 阶方阵 ( )ijA a 中，主对角线下方的元素全是零，即 0,ija i j  ，称

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
A

a

 
 
 
 
 
 

为上三角矩阵，比如 

1 1 1 1

0 2 2 2

0 0 3 3

0 0 0 4

 
 
 
 
 
 

是 4阶上三角矩阵，同样可以定义下三角矩阵

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a

a a a

 
 
 
 
 
 

。 

（5）元素都是零的行称为零行，非零行的首非零元即坐起第一个不为零的

元素。称具有下列特征的矩阵为行阶梯型矩阵： 

(a)零行位于非零行的下方（如果有的话）； 

(b)各行非零行的首非零元所在的列随着行数增加而增加。 

 

 

 

下列都是行阶梯型的例子 
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0 0 31

0 0 ,1 2

0 0 0 0

 
 

 
 
 

1 0 2 6

0 2 0 3 ,

0 0 0 3

 
 

 
 
 

3 01 2 2

0 3 52 4

0 0 0 32

0 0 0 0 0

 
 

 
 
 
 

。 

（6）具有下列特征的矩阵称为简化行阶梯型矩阵 

(a) 行阶梯型的矩阵; 

(b) 非零行的首非零元都是 1; 

(c) 每个首非零元 1所在的列的其他元素全是 0. 

下列都是简化行阶梯型的例子 

0 0 71

0 0 61

0 0 0 0

 
 
 
 
 



，

0 3 01 2

0 0 31 2

0 0 0 1 4

0 0 0 0 0

 
 

 
 
 
 

。  

6. 总结和反思 

通过矩阵概念引入，让学生知道：矩阵的概念及其很多运算都起源于

2000多年前的中国，传播优秀中华文明，增强学生的文化自信。 
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矩阵话防疫

矩阵，作为线性代数的重要工具，有必要在课堂上向同学讲解矩阵的

直观定义和深层次含义。二维码实现信息检索实现校园防疫案例体现了我

们构建的线性代数“4模块”课程思政资源中围绕大计算和应用案例展开的

线代之妙：通过本案例的教学，使学生达到如下目标：

一、 课程教学目标

1.知识目标：通过案例导引，让学生掌握矩阵的概念，理解矩阵源于应用，

可用于存储应用科学问题中的信息，是数表，也是一种数据结构，可用于

数学软件解决实际问题；并能根据实际问题，自己凝练问题中包含的信息，

给出矩阵表示；

2.能力目标：通过学习，能够把实际问题量化，矩阵化，并通过数学软件

解决实际问题，获取信息；

3.素质目标：通过学习矩阵的定义，培养学生逻辑思维能力、抽象思维及

对事物的认知能力，培养学生分析和解决问题的能力，提高学生将基础知

识用于实践的能力。

二、 课程育人目标

通过问题驱动案例、课堂互动、例题三个环节，令学生深刻领悟中华

民族是伟大的民族，有智慧和凝聚力，“舍小家为大家、先国家后个人”，

是中华文化的核心基因和中华民族的精神标识，是把中华儿女团结在一起

的强大精神力量。培养学生的家国情怀和民族自信。

三、 育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第 1章

矩阵

防疫二维码身份识别图案系统，

将热点时事思政元素与图像识别

相结合，并引出本节内容矩阵的

定义，培养学生的家国情怀，民

族自信；互动环节设计中国共产

党建党 100周年时间矩阵纪念章，

例题讲解矩阵源于中国的《九章

通过问题驱动案例、

课堂互动、例题三个

环节，令学生深刻领

悟中华民族是伟大

的民族，有智慧和凝

聚力，“舍小家为大

家、先国家后个人”，
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算术》，树立民族自豪感，自信

心！

是中华文化的核心

基因和中华民族的

精神标识，是把中华

儿女团结在一起的

强大精神力量。培养

学生的家国情怀和

民族自信。

四、 实施过程

【学情分析】《线性代数》的授课对象是大一学生，这个阶段的学生还是延

续了高中阶段的形象思维，对于线性代数过于抽象的知识体系并不能很好

地接受。同时，他们思维活跃，但深度欠缺，具有对新知识的渴望与热情，

也具有一定的提出问题，分析问题能力，但遇到复杂问题往往缺乏自信心，

应用案例不易复杂，实际问题必须简化处理。

【1. 开场】借助思维导图及新闻图片，回顾 2020 中国人民众志成城，坚

韧奉献，抗击新冠疫情取得重大战略成果的大事件，将时间节点用表格记

录，直观地引出数表的概念，并成功的进行了家国情怀、民族自信的渲染。

【2. 问题导入】用大家都熟悉的二维码让学生既有熟悉感又激发其好奇心

和兴趣，自主探索如何通过扫描二维码中的身份识别图案获取身份信息。

【3.案例启发式，化深为浅，激发研究性、自主性学习】对案例的主要实
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施技术和过程简化，用学生听得懂，看得明白的形式展现，让数学回归应

用的本源，让线性代数应用化，具体化，克服学生学习的畏难情绪，引导

学生自主学习，给出矩阵中各行二进制信息中所包含的身份信息，并给自

己设计一个专属的身份铭牌。激发学习兴趣，加深学生的探索欲，求知欲，

以及用线性代数解决实际问题的动力 。

【4.定义凝练】将上述两个例子里面的数表写成矩阵形式，并给出矩阵严

格的数学定义，学生已结易于接受甚至可以自行给出定义。线性代数不再

抽象而拒人于千里之外。利用数学软件，学生可以亲身体验矩阵。

【5.学情检测】让学生自行设计建党 100 周年时间矩阵纪念章，课堂互动

不再是刻板的数学题，学生参与的同时树立民族自信。

【6.深化定义，加深理解】通过几种特殊矩阵的定义及应用举例，加深学

生对矩阵的理解，并未后面线性变换做知识储备。矩阵起源于九章算术，

激发学生的民族自豪感和自信心。
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【7.案例实现，加深矩阵概念的深度和广度】通过数学软件，获取身份图

像上的身份信息，学以致用，增强自信，激发学生的学习热情和兴趣，增

强学生学好线性代数的信心 。

【8.小结和思考、本次课需要达到的教学目标：】

对本次课内容进行总结，并针对定义理解和应用提出深层的疑问，请同学

们在课下思考并进入到我们的线性代数在线课堂进行互动讨论，相应的答

案、作业和本次课需要达到的教学目标，也在网络课堂中查看。
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矩阵中的“0”和“1”

特殊矩阵，有着“特殊”的“外形”、“特殊”的性质、“特殊”运算性

质。尤其是单位阵和零矩阵。矩阵中的“0”和“1”也体现了我们构建的

线性代数“4 模块”课程思政资源中围绕学科数学文化和数学家故事展开的

线代之情。通过本案例的教学，使学生达到如下目标：

一、 课程教学目标

知识目标：熟练掌握特殊矩阵的定义，特点，性质及特殊矩阵的运算规则。

重点学习零矩阵与单位阵，掌握其定义、运算律、性质及用途。

能力目标：教学过程中充分调动学生的积极性、创造性和主动性,培养逻辑

推理能力、抽象思维能力，全面提升学生综合能力．

素质目标：通过讨论“0”和“1”的历史，体会这两个数字的意义，获得

人生感悟和体验。通过对零矩阵和单位矩阵的学习，让学生理解这两个矩

阵在线性代数和实际应用中的重要性及特殊性，领悟人生哲理，树立不畏

困难，从头再来，用于挑战的精神，以及不断努力拼搏，让自己的青春因

奋斗而最美丽，时刻迎接挑战和机遇，像单位阵一样，优秀而无法替代。

潜移默化培养学生学以致用，报效祖国的热情。

二、课程育人目标

围绕矩阵中的“0”和“1”展开教学，将特殊矩阵零矩阵和单位阵对

应于“线代之情”，让学生讨论并发现特殊矩阵的意义和应用，激发学生

学习兴趣，树立不畏困难，勇于拼搏的精神，增加自身核心竞争力，时刻

迎接挑战和机遇。

三、育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第一章第二节

特殊矩阵的定义

以及运算。

围绕矩阵中的“0”和“1”展开教

学，将特殊矩阵零矩阵和单位阵对

应于“线代之情”，让学生讨论并

发现特殊矩阵的意义和应用，获得

人生体验和感悟。

通过对零矩阵和单

位矩阵的学习，让学

生树立不畏困难，从

头再来，用于挑战的

精神，以及不断努力

拼搏，让自己的青春

因奋斗而最美丽，时
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刻迎接挑战和机遇，

潜移默化培养学生

学以致用，报效祖国

的热情。

四、实施过程

1. 开场白。

我们从幼儿园开始学习数数，从几开始数呢？

你知道关于 0的历史吗？

同学们知道，我国是什么时候将零纳入到自然数中的吗？

上幼儿园你的，更喜欢大些的数还是 0和 1 这样的数？为什么？

上了中学之后，计算变复杂了，你喜欢 0和 1的程度有多深呢？

学习了十进制，二进制，最让我们震撼的数字是谁呢？体会一下零在

占位中的作用。

矩阵是数表，是数据结构，是运算的单位，所以矩阵中也有对应的“0”

和“1”，本节课，我们来学习特殊矩阵，重点学习零矩阵和单位阵。

2. 案例引入——零矩阵和单位阵

1. 引入零矩阵

新冠防疫中的最美的数字：清零！还记得吗？

2020年3月湖北武汉疫情逐步清零，著名主持人白岩松央视新闻中讲到：

2020 年你最喜欢的数字是什么？相信很多中国人最喜欢的数字就是 0

它代表着健康、平安今日春分，桃花灼灼，杨柳青青，湖北连续两日病

例 0新增 0！好消息和春天，都让大家久等了（以上转自央视新闻）。

0，这个春天最美数字！众志成城，抗击疫情，请同学们结合疫情及线

上教学，谈谈对矩阵“O”的认识吧！

联想矩阵的定义，请同学们思考，矩阵中的零应该是什么样子的呢？

PPT 展示零矩阵的定义：
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【例 1】让我们先写出几个矩阵，例如下面的

都是矩阵中的 0，称为零矩阵，也就是说，元素全为零的矩阵称为零矩阵.

我们常常把它记为

【注】（1）零矩阵都是零吗？

当然不是，比如上边的四个零矩阵，尽管它们的元素都为零，但因为它们

是不同型的矩阵，所以谈不上相等.因此，零矩阵未必等于零矩阵，而数中，

0恒等于 0.下面我们通过一个例题，进一步认识不一样的零矩阵.

对比：

PPT 演示例题,让学生体会 O 矩阵在矩阵运算中的特殊性。思政点：看实物

不要只看表象，要透过现象看本质。

 2 2 3 2 1 1 3

0 0 0 0 0 0
, , , 0 0 0

0 0 0 0 0 0
O O O O  

     
        
     

.O
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PPT 展示下面几个算律，与数中的运算是相似的，培养学生逻辑思维能力：

2.引入单位阵

PPT 演示对角阵、单位阵定义：

事实上，矩阵中的 1 叫做单位矩阵，例如下面的矩阵：主对角元素全

部取 1，其它元素全部取零，我们把这样的矩阵称为单位矩阵.
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根据矩阵的乘法，容易得到如下结论：

【结论 1】在可乘的条件下，任何一个矩阵与单位矩阵相乘，还是这个

矩阵本身，例如：

引发学生思考：数字零与零矩阵异同、数字 1与单位阵异同

【结论 2】

3. 课程总结
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4. 从例题中总结零矩阵和单位阵的特点，获得人生感悟：

从零矩阵中感悟：科学的发展之路，有多少科学家经历了无数次失

败，从头再来，一切清零，但成功恰恰建立在跌倒后从头再来的努力中，

作为新时代的大学生，我们要不畏艰难，及时遇到挫折，也要从头再来，

胜利就在前头。

从单位阵结论 1 中感悟，哪里需要，哪里有我，哪里放光彩，时刻

准备，努力学习，时刻迎接机遇和挑战！

330



—1—

矩阵乘法与高铁换乘方案

矩阵的加法运算，数乘运算，叫做矩阵的线性运算，矩阵的乘法也是

矩阵的常用运算。矩阵的幂运算是矩阵连乘，矩阵的乘法与高铁换乘方案，

也体现了我们构建的线性代数“4 模块”课程思政资源中围绕大计算和应用

案例展开的线代之妙：通过本案例的教学，使学生达到如下目标：

一、 课程教学目标

作为解决线性方程的工具，矩阵在东汉前期的《九章算术》中就已经

有所应用，帮助矩阵成为处理许多问题重要工具的手段就是矩阵的运算。

而矩阵乘法是矩阵运算中的一种重要运算，更是一种应用性极强的运算。

本教学案例，主要内容包含矩阵乘法定义、运算法则及条件。通过本案例

的教学，使得学生达到如下三个目标：

（1）知识目标：会用数学语言描述矩阵乘法的定义，熟悉矩阵乘法的运

算规则，理解矩阵乘法的运算条件。

（2）能力目标：在逻辑推理能力、抽象思维能力以及发现问题和使用数

学软件的能力方面受到一定的训练。

（3）素质目标：增强学生对于抽象数学学习的兴趣和动力，借助新闻事

实，点燃当代大学生的家国情怀和民族自豪感，潜移默化培养学生学以致

用报效祖国的爱国情怀。

二、 课程育人目标

本案例精选响彻世界的“中国品牌”高铁，与学生产生共鸣，高铁不

只是一种发明创造，更是志气的进发和智慧的涌流。这再一次证明，勤劳

智慧的中华民族现在也是能够有所发明有所创造的，也是能够为人类社会

的发展作出巨大贡献的。使得学生增强民族自信心和民族自豪感，激发学

生为祖国的繁荣昌盛而努力学习勇攀高峰的动力，树立为祖国的科技事业

奉献终身的目标。同时，通过高铁出行或快运的出行方案选择，引出矩阵

乘法的定义，帮助学生理解线性代数在实际应用中的作用和意义，懂得数

学来源于生活，拉近学生与抽象概念的距离，增强学好线性代数的自信心，

培养应用数学知识解决实际问题的能力。

三、 育人案例设计

教学内容 思政要素切入点 育人目标
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（简述，不超过 50

字）

（100 字左右） （100 字左右）

第 1章

矩阵乘法

本教学案例，主要

内容包含矩阵乘

法定义、运算法则

及条件。

通过引入“中国品牌”高铁，将

热点时事思政元素与图论、最优

化相结合，并引出本节内容矩阵

乘法的定义，培养学生的家国情

怀，民族自信；互动环节让学生

编程实现高铁换乘方案，树立民

族自豪感，自信心！

通过 70 年国庆大典

科技创新方队中高

铁方队，带领学生体

会高铁出行，令学生

深刻领悟中华民族

智慧和“中国制造”

能力，培养学生的家

国情怀和民族自信。

四、 实施过程

【学情分析】《线性代数》的授课对象是大一学生，这个阶段的学生

还是延续了高中阶段的形象思维，对于线性代数过于抽象的知识体系并不

能很好地接受。同时，他们思维活跃，但深度欠缺，具有对新知识的渴望

与热情，也具有一定的提出问题，分析问题能力，但遇到复杂问题往往缺

乏自信心，应用案例不易复杂，实际问题必须简化处理。

1. 开场开场第一句话先告知同学们本次课要讲的章节题目（矩阵乘

法）、主要内容（矩阵乘法的定义及运算规则），并强调所要用到主要相

关知识（矩阵定义及矩阵的线性运算）。以 PPT 形式呈现。

2. 问题导入

以吸睛的新闻图片，引起学生兴趣：这堂课讲些什么？“为什么它重

要”？“为何我需要学它”？选取的图片和新闻主要聚焦在两点：

（1）通过 70 年国庆大典科技创新方队，首先映入眼帘的就是高铁，

随后通过高铁路线的建设、高铁运营图片等，来说明党中央大力发展高铁

的决心和努力。说明大国重器，科技创新开拓新时代的强国。
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（2）通过双十一高铁急速达和高铁出行体验，说明高铁正在改变我们

的生活。从容引出如何高效出行或配送呢？

3.类比启发式，并设置问题链：

由问题，导入高铁线路地图，并举例，将问题引出——五座城市之间

的出行路线数及出行方案问题。通过前面对矩阵概念的学习，带领学生一

步一步从建立路线图到建立邻接矩阵，并理解邻接矩阵的含义。

设置问题链：那么如何用矩阵 A 表示换乘一次，从某站始发可以到达

的城市呢？换乘方案有几种？具体的换乘方案是什么呢？

4. 对于设置的问题链，根据问题特点，采用不同方法各个击破，并适

当运用雨课堂和智慧教学对学生进行实时了解和检测。具体地：

通过对邻接矩阵的分析，注重分析过程和科学思维方法的训练，带动

学生一起讨论矩阵一行乘以矩阵一列对应元素求和的实际意义与应用；并

让学生思考，什么样的两个矩阵才能实现行与列对应元素乘积呢，启发学

生独立思考并给出矩阵乘法的条件。激发学生积极主动思考，并运用雨课
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堂和智慧教学系统对学生进行实时小测，根据实时结果，发现问题，解决

并及时讲解主要存在问题。

5. 抽象凝练形成定理：

获得乘法的定义、条件和运算法则。

设 有 两 个 矩 阵
 

smijaA



与

 
nsijbB




定 义
 

nmijcC



，





s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211 

，其中， ,...,n,j;,...,m,i 2121  。

6. 应用并让学生提出新的问题，同时注重数学方法与现代数学软件的

密切结合：

对一开始提出的高铁线路问题给与求解，并引导学生分析如何通过矩

阵及其平方给出高铁出行方案，提出新问题。为拓展学生视野，实现数学

方法和现代数学软件的密切结合。

7.小结和思考、本次课需要达到的教学目标：

对本次课内容进行总结，并针对定义和运算的条件和运算法则提出

深层的疑问，请同学们在课下思考并进入到我们的线性代数在线课堂进行

互动讨论，相应的答案、作业和本次课需要达到的教学目标，也在网络课

堂中查看。

8.对预设置的机动题目课堂检测（取决于课堂时间）

要求学生课下进入在线课堂自我检查，并发现问题，及时查漏补缺。
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逆矩阵与密钥

一、课程教学目标

矩阵是线性代数中的一个主要研究对象，矩阵方法是处理许多问题的

重要工具，而逆矩阵又是矩阵中的一个至关重要的概念。本教学案例，主

要内容包含逆矩阵的定义、唯一性和存在性。通过本案例的教学，使得学

生达到如下三个目标：

知识目标：会用数学语言描述逆矩阵的定义，熟悉证明逆矩阵唯一性

的思维方法，理解逆矩阵存在的条件（本案例只讲到了充分条件），了解伴

随矩阵求逆的特点。

能力目标：在逻辑推理能力、抽象思维能力以及发现问题和使用数学

软件的能力方面受到一定的训练。

素质目标：增强学生对于抽象数学学习的兴趣和动力，借助数学家的

故事，点燃当代大学生的家国情怀和民族自豪感，潜移默化培养学生学以

致用报效祖国的爱国情怀。

二、课程育人目标

本案例精选大数学家华罗庚在国家危难之时，学成归国，凭自己卓越

的数学知识，熬一夜破解日本密码，用数学为抗战做出巨大贡献的小视频

为引子，再借以习大大对我们身处网络时代，信息和网络对国家安全的金

句告诫，抛出问题，从而以矩阵在密码学中的重要应用为线索，引出逆矩

阵的概念，不仅展现了数学神秘面纱背后的应用魅力，激发了学生积极主

动、探索发现的求知欲望，而且开阔了学生的视野，更润物无声潜移默化

了学生的爱国情怀。在教学组织中，针对难点板书讲解、精心设计问题链、
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注重定理形成过程、合理融入雨课堂、例题验证发现问题、适时呈现数学

软件大计算，有效提升了学生探索创新和阳光积极的心态，以及综合运用

能力的熏陶培养。

三、育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第一章

第 3节逆矩阵

本案例精选大数学家华罗庚在国

家危难之时，学成归国，凭自己

卓越的数学知识，熬一夜破解日

本密码，用数学为抗战做出巨大

贡献的小视频为引子，再借以习

大大对我们身处网络时代，信息

和网络对国家安全的金句告诫，

抛出问题，从而以矩阵在密码学

中的重要应用为线索，引出逆矩

阵的概念

通过逆矩阵的

概念的教学，不仅展

现数学神秘面纱背

后的应用魅力，激发

学生积极主动、探索

发现的求知欲望，而

且开阔了学生的视

野，更润物无声潜移

默化了学生的爱国

情怀。在教学组织

中，针对难点板书讲

解、精心设计问题

链、注重定理形成过

程、合理融入雨课

堂、例题验证发现问

题、适时呈现数学软

件大计算，有效提升

了学生探索创新和

阳光积极的心态，以

及综合运用能力的

熏陶培养。

四、实施过程

1.开场：

开场第一句话先告知同学们本次课要讲的章节题目（逆矩阵）、主要内

容（逆矩阵定义、唯一性和存在性），并强调所要用到主要相关知识（矩阵

乘法和伴随矩阵的万能公式）。以 PPT 形式呈现，关键词以中英文两种形式
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呈现在 PPT 上。

2.问题导入：

以吸睛的图片和小视频形式，引起学生“上钩”：这堂课讲些什么？

“为什么它重要”？“为何我需要学它”？选取的图片和小视频主要聚焦

在两点：

（1）借助大数学家华罗庚破解敌军密码，用数学为抗战做出贡献的小

视频和图片。说明知识即战斗力，数学也可以是救国的武器。

（2）以当今 5G时代的来临，结合“美国棱镜门事件”和国内“徐玉

玉事件”，并以我们的习大大论网络安全十大金句，说明信息和网络加密对

国家和个人至关重要。
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紧接着以信息加密问题为线索，得到矩阵方程 AX=C，由此提出研究

逆矩阵的必要性和重要性。

引例：信息加密问题
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思政融入：无论是战争年代，还是和平时期，信息的保密和加密都非

常重要，尤其是在当今，我们已经开启 5G时代，网络越来越发达，信息和

网络的加密安全问题更加重要，大到国家军事政治机密安全，小到商业企

业机密泄露、个人信息的泄露。我们的习大大论网络安全十大金句，告诫

我们，没有信息和网络安全，就没有国家安全。

3.类比启发式，并设置问题链：

把问题导入中得到的矩阵方程 AX=C 和数中的一元一次方程类比，引出

逆矩阵的定义。再启发学生与数的逆类比，设置问题链：若一个矩阵的逆

矩阵存在，那么它是否唯一？非零数一定有倒数或者逆，那么非零矩阵是

否可逆呢？如果不是，矩阵可逆的存在性条件是什么？如果可逆，如何求

呢？

（1）类比-引出逆矩阵的定义和唯一性
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逆矩阵的定义：设 A为 n 阶方阵，若存在 n 阶方阵 B，使得

AB = BA = E， 则称矩阵 A为可逆的(invertible matrix) 。矩阵 B称为 A

的逆矩阵(inverse matrix) .记为： 1 .A B 

对于逆矩阵存在唯一性的证明讲解，注重分析过程和科学思维方法的

训练，采用板书形式；

唯一性：若 A是可逆矩阵，则 A的逆矩阵是唯一的.

证明:见板书.

（2）设置问题链

Question 1：任何非零矩阵都有逆矩阵吗？

考察：
1 1
0 0

A  
  
 

假设：
x y

B
z w

 
  
 

是 A的逆矩阵

1 1 1 0
0 0 0 0 1

x y x z y w
AB

z w
       

              


A 不可逆
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启示：非零矩阵未必可逆．

Question 2：矩阵可逆的条件是什么？如果可逆，如何求其逆？

4.对于设置的问题链，根据问题特点，采用不同方法各个击破，并适

当运用雨课堂和智慧教学对学生进行实时了解和检测。具体地：

（1）对于非零矩阵是否可逆的问题，采用反例教学；

（2）对于逆矩阵的存在性问题，启发学生联想已储备的知识（将逆矩

阵定义和伴随矩阵万能公式对比），激发学生积极主动思考，并运用雨课

堂和智慧教学系统对学生进行实时小测，根据实时结果，发现问题，解决

并及时讲解主要存在的问题。

请同学们结合已有的知识，联想对比，给出自己的想法。请用文字或

者语音或者图片作答-进入雨课堂作答，时间 5分钟。

启发：将逆矩阵的定义与伴随矩阵的万能公式对比： AA A A A E  

由此，你能得出什么结论吗？

5.抽象凝练形成定理，并启发学生从中得到计算逆矩阵的步骤：

定理： 若|A|≠0，则方阵 A 可逆，并且 1 1
| |

A A
A

  ，其中

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A
A A A

A

A A A



 
 
 
 
 
 




   


从而得到逆矩阵存在的条件，同时还得到求逆矩阵的伴随矩阵方法；

6.应用并让学生提出新的问题，同时注重数学方法与现代数学软件的

密切结合：

（1）对一开始提出的信息加密问题给与求解，并引导学生分析伴随矩

阵求逆的利弊，提出新问题。
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引例的解密：

设引例中的明文 X 按照 AX 加密后得到密文C . 已知密钥矩阵 A和密文

矩阵C 如下，请解密.

1 1 1 1
3 0 3 4
3 2 2 1
1 1 2 2

A

    
     
    
 
    

,

10 6 31 23 2
54 39 137 104 78
12 22 21 6 40
22 9 51 43 14

C

  
 
 
   
 
    

【解】解密相当于求解矩阵方程， 1AX C X A C   , A是 4阶矩阵,

需计算 16 个 3阶和 1个 4阶行列式，共 17个行列式-繁烦！

（2）为拓展学生视野，实现数学方法和现代数学软件的密切结合，在

提出需要研究新方法必要性的同时，演示利用 MATLAB 软件进行计算的操作

结果。

解决的方法：

方法一:利用 MATLAB 软件包计算(演示)

方法二:初等变换的方法（后面章节将要介绍）

7.小结和思考、本次课需要达到的教学目标：

对本次课内容进行总结，并针对定义和定理的条件和结论提出深层的
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疑问，请同学们在课下思考并进入到我们的线性代数在线课堂进行互动讨

论，相应的答案、作业和本次课需要达到的教学目标，也在网络课堂中查

看。

小结：

目标：

知识层面：理解并会用数学语言表述逆矩阵的定义和唯一性，掌握逆

矩阵存在的条件。

能力层面：逻辑思维、数学软件、提炼问题。

价值引领：向大数学家一样学以致用、报效祖国。

8.对预设置的机动题目课堂检测（取决于课堂时间）

要求学生课下进入在线课堂自我检查，并发现问题，及时查漏补缺。
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范德蒙行列式

行列式按行按列展开，是行列式的递归定义，将高阶行列式用低阶行

列式表示出来。根据这个定理，可以证明范德蒙行列式的值。范德蒙行列

式在通信安全中的应用，也体现了我们构建的线性代数“4模块”课程思政

资源中围绕大计算和应用案例展开的线代之妙：通过本案例的教学，使学

生达到如下目标：

一、 课程教学目标

1.知识目标：通过案例导引，激发学生学习兴趣，针对学生专业，展开通

信中搭线窃听概念，引入防窃听方法，讲解行列式按行按列展开原理，使

学生掌握范德蒙行列式定义，性质，根据范德蒙德行列式的特点,可以将所

给行列式化为范德蒙德行列式,以及范德蒙行列式在防搭线窃听中的应用。

2.能力目标：通过学习，让学生理解范德蒙行列式的性质，培养学生逻辑

思维能力，计算能力，分析问题、解决问题能力；

3.素质目标：通过实际应用案例，培养学生的价值观，是非观，责任感及

培养学生的 国家安全意识，科技报国的决心。

二、 课程育人目标

通过问题驱动案例、课堂互动、例题三个环节，令学生深刻领悟随着

互联网的飞速发展，信息的机密性、完整性、可用性常常受到破坏，信息

安全至关重要。网络安全是网络编码的重要应用领域之一。培养学生信息

安全，国家安全意识。

三、 育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

2.3 行列式按行

按列展开。

行列式按行按列

展开定理。

给出范德蒙行列

式的定义，性质，

证明其值。例题讲

解将所给行列式

化为范德蒙德行

通过电影窃听风云，引入网

络安全，并结合美国在 1990 年即

将网络攻击武器视为与核、生化

武器并列的大规模破坏性武器，

进而从三个层面认知网络安全的

重要性，培养学生的是非观、价

值观。国家安全意识，及科技兴

国、报国的决心。

通过影视作品

引入信息安全性认

知的三个层面，令学

生深刻领悟网络安

全的重要性，体会网

络安全的战略地位，

培养学生的科学素

养、逻辑思维能力、

分析能力、总结能力

345



—2—

列式，巧妙计算其

值。

以及责任担当。

四、 实施过程

【学情分析】《线性代数》的授课对象是大一学生，这个阶段的学生还

是延续了高中阶段的形象思维，对于线性代数过于抽象的知识体系并不能

很好地接受。同时，他们思维活跃，但深度欠缺，具有对新知识的渴望与

热情，也具有一定的提出问题，分析问题能力，但遇到复杂问题往往缺乏

自信心，应用案例不易复杂，实际问题必须简化处理。

【1. 开场】借助影视海报，通过剧情简介，引发学生思考正确的价值

观，职业观、培养学生的责任感。

一次偶然的机会，三人从窃听仪器中，窃听到“风华国际”几个高

层人员正计划将公司股价，从 0.2 港元钱炒高至 1.2 元。因为个人私欲，

三人决定对上司隐瞒消息，然后在股票市场下注，赚下这笔意外之财，却

不料，螳螂捕蝉黄雀在后，三人的这次秘密行动早已落入他人的观测之

中……

【2. 问题导入】由电影引出信息安全性认知的三个层面，结合 2021

年 10 月的网络安全教育，让学生认识到网络安全的重要性。

第一个层次：信息系统被攻击、入侵、染毒等都是重要的信息安全事

全球金融市值一度超越二十万亿的香港

证券市场，引来不少金融大鳄的觊觎，其中

头号目标是有绰号“老板”之称的幕后黑手！

警方调查上市公司“风华国际”涉嫌内幕交

易案，成立行动代号为“追风”窃听小组全

力侦察。

窃听精英梁俊义是小组的主管，行

动中他与同袍老警员杨真、新扎师兄、网络

天才林一祥，负责监听“风华国际”几个高

层人员的办公室及会议室里的电话系统。三

人小组乔装进入“风华国际”，巧妙地布置下

各种偷听及监视仪器的疑阵，展开窃听行动。
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件，必须高度重视并迅速解决。

第二个层次：美国在 1990 年即将网络攻击武器视为与核、生化武器并

列的大规模破坏性武器，网络攻击武器是实现“不战而屈人之兵”的最有

效武器之一。

第三个层次：与领土、领海、领空一样，网络疆域是国家疆域不可分

割的一部分，是不容侵犯的国家疆域。

随着互联网的飞速发展，信息的机密性、完整性、可用性常常受到破

坏，信息安全至关重要。网络安全是网络编码的重要应用领域之一。

【3.案例启发式，化深为浅，激发研究性、自主性学习】对案例的主

要实施技术和过程简化，用学生听得懂，看得明白的形式展现，让数学回

归应用的本源，让线性代数应用化，具体化，克服学生学习的畏难情绪，

引导学生自主学习。行列式按行按列展开定理教学过程中贯彻以学生为中

心，通过教师引导和学生邻桌讨论，让学生自己发现，并找出行列式按行

按列展开形式，进而总结出按行按列展开定理。培养学生的科学素养、逻

辑思维能力、分析能力、总结能力。

介绍拜占庭攻击：

区别于普通的窃听攻击，拜占庭属于主动式攻击，攻击者的主要目的

在于篡改信道中传输的数据，以使下游节点或者接受者节点无法收到正确

的数据或是收到已经被攻击者修改过的数据，其根本目的是使源节点无法

为接受者节点提供有用数据。如何实现信息的加密？同学们有哪些好方

法？激发学习兴趣，加深学生的探索欲，求知欲，以及用线性代数解决实

际问题的动力 。

【4.定义凝练】有一种基于范德蒙行列式的随机网络编码，通过添加

Target 位来实现抗拜占庭攻击。

网络模型

线性代数不再抽象而拒人于千里之外。利用数学软件，学生可以：亲
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身体验矩阵。

对于一个无环多播网络 G=（V，E），其中 V 是网络中节点集合，

E是信道集合。假定源节点发出的信息形式如下：

攻击模型：

【5.学情检测】

编码方式
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【6.深化定义，加深理解】通过例题来计算范德蒙行列式。掌握范德

蒙行列式的性质和特点。

【7.案例实现，加深矩阵概念的深度和广度】为抗击拜占庭，设信宿

接收到的信息包个数为 m+1 个，构建一哈希函数 h(x)，且信宿掌握该哈希

函数。抗拜占庭，关键在于接收者能否将信源信息的 m 个信息包和信源向

网络中添加的 s个信息包加以区分，故在 上添加 Target 位

这样，即使攻击者添加 s 个信息包，但由于其不知道信源及信宿端使

用的哈希函数，无法确保其所添加的 Target 位的值满足哈希函数，故接收

方可以轻松区分哪些数据包来自源节点，并可轻松解码。

利用范德蒙行列式并添加Target位实现抗拜占庭，从而实现网络安全。

学以致用，增强自信，激发学生的学习热情和兴趣，增强学生学好线

性代数的信心 。

【8.小结和思考、本次课需要达到的教学目标：】

对本次课内容进行总结，并针对定义理解和应用提出深层的疑问，请

同学们在课下思考并进入到我们的线性代数在线课堂进行互动讨论，相应
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的答案、作业和本次课需要达到的教学目标，也在网络课堂中查看。
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矩阵的秩

一、课程教学目标

矩阵的秩是线性代数中的重难点概念，几乎贯穿于整个线性代数学科，

结合疫情下遵守校园“秩”序的意义以及日常生活学习中“秩”序井然做

事的良好习惯，强调线性代数中的“秩”体现了数学中的概括美和统一美。

通过本案例的教学，使学生达到如下目标：

知识目标：理解矩阵秩的定义和基本性质，领悟秩的内涵，理解并熟

练掌握求秩的初等变换方法。

能力目标：多角度认识矩阵的秩，初步体悟线性代数学科思想，提升

探究和高级思维能力，获得运用智慧工具和现代数学软件进行大计算的启

迪，提升批判性思维和和综合思维能力。

素质目标：通过授之以鱼（知识）、渔（方法），喻（思想），让学生从

单纯掌握线性代数知识、方法提升为深刻体悟学科思想、实现思维能力上

的飞跃。

二、课程育人目标

通过有机融入数学文化、高阶性案例、学术科研成果，让学生感受到

数学学科中蕴含的美学哲理、科学精神和现代算法的魅力，认识到线性代

数是解决实际问题和大数据处理与计算的有力武器，增强对于抽象难学数

学的乐学观和自信心，激发求知欲和学习动力，唤起好奇心和学习热情。

三、育人案例设计
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教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第 3章

第 3节矩阵的秩

通过呈现不同教材中矩阵秩的等

价定义、秩的教学研究和科研论

文，引出人脸识别，并自然融入

战疫情下遵守“秩”序的意义，

结合人脸识别算法与奇异值，奇

异值与矩阵秩的关系，让学生感

受到线性代数是解决实际问题和

大数据处理与计算的有力武器。

从而训练科学本领，培养科研探

索能力，孕育勇攀高峰精神。

通过有机融入数学

文化、高阶性案例、

学术科研成果，让学

生感受到数学学科

中蕴含的美学哲理、

科学精神和现代算

法的魅力，认识到线

性代数是解决实际

问题和大数据处理

与计算的有力武器，

增强对于抽象难学

数学的乐学观和自

信心，激发求知欲和

学习动力，唤起好奇

心和学习热情。

四、实施过程

教学过程：采用问题+任务驱动，线上+线下混合，BOPPPS 模型+知识构

建，启发式、直观演示、互动式和探究式等多种教学方法。

1.主题-思维导图导入-课前任务 1 反馈

（1）从课前几天发布在在线平台单元学习（按次）栏目下的思维导图

开篇，一方面强调本节课讲什么，另一方面开始点评课前布置任务。

（2）课前任务 1 是一个有关“秩”的开放性题目，一方面自然融入疫

情下遵守校园秩序的意义以及日常生活学习中秩序井然做事的良好习惯，

另一方面，强调线性代数中的“秩”将体现数学中的概括美和统一美，进

一步点评 2个亮点：MATLAB 的自我学习能力，查阅教学研究论文能力。
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2.追根溯源-智慧工具摸底小测-实时反馈-知识深化

（1）从字面猜测的开放性问题点评，到提出：究竟什么是秩呢？进入

追根溯源，从原始定义引出需要课前自学完的 k 阶子式概念。

在矩阵论的发展史上，矩阵秩的概念，最早是由德国数学家弗罗贝尼乌斯

（T.G.Frobenius）在 1879 年提出来的.在他的论著中，是这样叙述的：

如果一个矩阵的所有 1r  阶子式为零，但至少有一个 r 阶子式不为零，那么

353



—4—

就称 r 为这个矩阵的秩.

现在，大多数线性代数教材包括我们正使用的教材都沿用了这个定义.

不过，定义中出现了“ r阶子式”的概念.同学们都完成课前的自学了吗？

（2）开始利用智慧工具进行前侧（摸底检测课前自学任务情况），根

据实时反馈数据，发现不足，对矩阵秩的定义再加工的讲解。

夯实基础：

设

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
 
 

，得到矩阵 A的一个三阶子式
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11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

a a a
D A a a a

a a a
 22 23 21 23 21 22

11 12 13
32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
  

同理， A 中任取一个 3阶子式都可由它的 2 阶子式来表示 ．

结论：矩阵 A中任何一个 1k  阶子式（如果存在的话）都可以用它的 k 阶

子式来表示．

若 A的所有 1r  阶子式都为零，则阶数高于 1r  的子式（如果存在的话），

必然都为零.

引发思考：同学们都明白了吗？当你再次遇到 k 阶子式的相关问题，能

不能做到胸有成竹呢？

趁热打铁：如果在矩阵 A 中，①存在一个 r 阶子式 ( ) 0rD A  ;②任意

的 1r  阶子式 ( )rD A 都为零，请问 A中存在阶数高于 r 的非零子式吗？-绝对

不存在

因此 ( )rD A 是 A中的一个阶数最高的非零子式.

于是就有了如下，矩阵秩的定义：

一、矩阵秩的定义：

定义 1：如果在矩阵 A 中存在一个不等于 0 的 r 阶子式 ( )rD A ，并

且所有 1r  阶子式全等于 0 ( 如果存在的话 )， 则称 rD 为矩阵 A的最高

阶非零子式， 其中数 r 称为 A 的秩（ Rank ）. 记作 ( )R A 或 ( )r A ，并

规定 (0) 0R  .

定义 2：矩阵 A的非零子式的最高阶数称为 A的秩 ，记作 ( )R A 或 ( )r A ，

并规定 (0) 0R  .

矩阵 A 的 2 阶子式
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【例 3.1】
1 2 0
2 4 0

A  
  
 

，求 A的秩。

【解】因为

1

2

1 1 0

1 2 1 0 2 0
0

2 4 2 0 4 0

D A

D A

  

   

（ ） ，

（ ）
，所以 ( ) 1R A 

3.写板书设置问题，采用启发式-探究思考-问答-配对-参与等方法，

动画深入-引出结论，增加学生体验获得感。

邻桌讨论：在秩的定义中，“存在和所有（或 非零和最高）”只出现

一个（看黑板），此时 R(A)与 r 具有什么关系？反之如何？

我问你答： ( )R A 与 ( )TR A 的关系

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
 
 

，

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

a a a
a a a

A
a a a
a a a

 
 
 
 
  
 

TA 的子式与 A 的子式对应相等，从而 ( )TR A = ( )R A ．

进一步思考： ( )R kA 与 ( ), 0R A k  的关系

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

ka ka ka ka
A ka ka ka ka

ka ka ka ka

 
   
 
 

，
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
 
 

356



—7—

矩阵 kA的一个 2 阶子式 12 132 2
2 2

22 23

( ) ( )
a a

D kA k k D A
a a

  ， 2 ( )D A 为矩阵 A 的

一个 2 阶子式，因此，当 k 不等于零时， kA 的子式与 A 的子式是非零常

数倍的关系，要么同时为零，要么同时不为零，从而 ( ) ( )R kA R A ．

二、矩阵秩的基本性质

4.知识巩固进阶-雨课堂后测-实时反馈

5.延伸拓展-化抽象为可视化-高阶思维

拓宽延伸 1：由于线性代数的学科特点和矩阵秩的深刻性，不同的教材也许

有不同的处理方式.对于矩阵秩的定义，总结起来有如下三种：
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（1）借助行列式定义：矩阵 A 的非零子式的最高阶数称为 A 的秩.

（2）借助阶梯形定义： 矩阵 A 的阶梯形的非零行的个数称为 A 的秩.

（3）借助向量组的秩定义：矩阵 A 的行秩与列秩统称为 A 的秩.

希望同学们在阅读线性代数参考书时,注意教材体系的各自特色和知识的先后顺序.

拓宽延伸 2. 由于矩阵的秩几乎贯穿于整个线性代数学科，对矩阵秩的

多角度理解是一个循序渐进不断加深的过程，例如

形象化的例子：矩阵的秩可以理解为图像经过矩阵变换之后的空间的

维数.

358



—9—

6.思政融入：教学和科研论文-疫情下的“秩”序-机器学习算法：

（1）通过呈现不同教材中矩阵秩的等价定义、秩的教学研究和科研论文，

引出人脸识别，并自然融入战疫情下遵守“秩”序的意义。

(2)结合人脸识别算法与奇异值，奇异值与矩阵秩的关系，让学生感受

到线性代数是解决实际问题和大数据处理与计算的有力武器。从而训练科

学本领，培养科研探索能力，孕育勇攀高峰精神。
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7.启发-发现-计算软件

计算探究:
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8.小结-思维导图展示，课后环节的作业、在线小测、探索思考、小组

讨论、阶段性思维导图布置等任务。（45分钟课结束）

9.教学后记：经课后答疑、改作业、在线小测等返回后再总结填写。

改进提升本堂课教学。
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线性方程组的有趣应用

一、课程教学目标

线性代数与高等数学、概率统计等其他工科数学相比，内容抽象、枯

燥、乏味，需要学生有较强的抽象思维与逻辑推理能力，这使得同学们缺

乏学习的积极性。但是线性代数作为一种数学工具，它的理论和方法在物

理 、化学 、工程技术、生物技术 、国民经济和航空等领域都有着广泛的

应用。通过本案例的教学，使得学生达到如下三个目标：

知识目标：通过介绍线性方程组的应用实例，把某路段高速公路网络

的交通流量问题转化为线性方程组，将交通出行中某些突发情况转化为线

性方程组解的分析，熟练掌握线性方程组解的判定与求解。

能力目标：使同学们体会线性方程组的实际应用，理论联系实际，用

所学解决实际问题，更加透彻理解线性方程组解的结构和求解方法，以及

多解的线性方程组的实际意义，做到学以致用，提高同学们在实践中发现

问题、分析问题、解决问题的能力。

素质目标：通过案例体会到学习线性代数的乐趣，看到线性代数的魅

力和威力，从而端正学习态度，树立更加明确的学习目标和方向，学好这

门课程，奠定良好的学科基础，成长为祖国建设的有用人才。

二、课程育人目标

交通是连接各城市、乡村的重要纽带，也是其发展的主要动力，交通

除了便于出行，在经济发展、物流、人类现代化建设和文化交流中起着重

要积极的作用和影响。通过本案例的学习，提高同学们在实践中发现问题、
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分析问题、解决问题的能力，希望同学们从中体会如何将实际问题-交通问

题转化为正在学习的线性代数中的方程组的理论，感受到线性代数不仅是

一门学习其他学科的必修课，同时也是解决实际问题不可或缺的一种数学

工具，从而激发同学们的学习热情，树立学好这门课程的信心和决心，更

加努力积极地投入到线性代数的学习中去，为将来参加祖国的建设奠定良

好的学科基础，更好地服务于我们的社会和国家。

三、育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第三章

第 4节线性方程组

有解的判定与求

解

通过介绍线性方程组的应用实

例，把某路段高速公路网络的交

通流量问题转化为线性方程组，

将交通出行中某些突发情况转化

为线性方程组解的分析，从而将

交通问题转化为正在学习的线性

代数中的方程组的理论。

通过本案例的学习，

提高同学们在实践

中发现问题、分析问

题、解决问题的能

力，希望同学们从中

体会如何将实际问

题-交通问题转化为

正在学习的线性代

数中的方程组的理

论，感受到线性代数

不仅是一门学习其

他学科的必修课，同

时也是解决实际问

题不可或缺的一种

数学工具，从而激发

同学们的学习热情，

树立学好这门课程

的信心和决心，更加

努力积极地投入到

线性代数的学习中

去，为将来参加祖国

的建设奠定良好的

学科基础，更好地服

务于我们的社会和

国家。

四、实施过程
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在学习并掌握线性方程组有解的判定与求解这一章节的学习时，借助

图示、图片、表格等，引入生动形象的应用案例-如何计算某路段高速公路

网络的交通流量问题，启发式地将所学理论内容融入到实践中去，提炼数

学模型，并在案例中，引导学生分析交通出行中遇到的某些突发情况如道

路封闭、交通中出现的某些特殊情况如最小交通流量问题、解中出现负值

进行讨论，理解线性方程组解的实际意义。

思政融入-用线性方程组的具体应用实例，充分调动起学生学习的积

极性和兴趣，并借此融入思政内容---要致富先修路，交通是一个城市发展

的动脉，道路只有经过合理的规划，才能充分发挥投资效益，否则有的道

路交通拥挤，交通量过于饱和，而有的道路交通较少，这样道路网的效益

无法最大程度的发挥，造成经济效益和社会效益的损失，通过高速公路网

络交通流量的讨论，激发学生的学习热情和动力，树立为祖国建设而努力

学习的信心和决心。具体教学过程如下：

1. 简述同学们在学习这门课程中存在的问题和困惑：

线性代数是研究有限维空间中线性关系的理论和方法的一门代数学分

支，起源于十七世纪。线性代数与高等数学、概率统计等其他工科数学相

比，内容抽象、枯燥、乏味，需要学生有较强的抽象思维与逻辑推理能力，

这使得同学们缺乏学习的积极性。

2. 指出线性代数在各领域的重要性：

线性代数作为一种数学工具，它的理论和方法在物理 、化学 、工程

技术、生物技术 、国民经济和航空等领域都有着广泛的应用。

3. 强调线性方程组在线性代数中的核心地位及多解的线性方程组实

际应用和意义：
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线性方程组是线性代数的核心，为了研究一般的线性方程组，引入了

向量、矩阵等概念。通过下面的应用实例，说明线性方程组的应用，以及

多解的线性方程组在实际问题中是如何自然产生的，我们一般见到的方程

组多是只有唯一解或无解。

4. 通过图示和直观形象的例子简介案例背景知识：

（1）简单介绍网络流与线性方程组的关系。

科学家、工程师或经济学家研究某些数量在网络中的流动时，很自然

地会推导出线性方程组。例如，城市规划和交通工程人员监控一个网格状

的市区道路的交通流量模式；电气工程师计算流经电路的电流；经济学家

通过分析经销商和零售商的网络，了解从制造商到顾客的产品销售情况。

许多网络中的方程组涉及成百甚至上千个变量和方程。

（2）借助图示与简单的例子，由浅入深介绍网络流的组成与网络流的

性质。

一个网络包含一组称为节点的点集，部分或全部的节点由称为分支

的线或弧连接，流的方向标示在每个分支上，流量标示在各分支上或用变

量标示。

网络流的基本假设是网络的总流入量等于总输出量，且流经每一个节

点的总输入等于总输出。
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例如，上图中 10个单位的流量经过一个分支流入节点 A，又经分支 B

和 C流出，因为流量在每个节点是平衡的，所以可以得到方程 x1+x2=10。

类似地，每个节点的流量都可以用一个方程来描述，最后可以得到一

个线性方程组。网络分析的问题就是当局部信息（如网络的输入）已知时，

确定每一分支的流量。

5. 引入具体案例：

给出某一路段的高速公路网络图，根据网络流的性质建立线性方程组，

将实际问题转化为线性代数中的数学模型，利用线性方程组的解的判定及

其求解的理论，对解进行讨论，说明线性方程组的实际应用。

【例】 （1）求图中某路段高速公路网络的车流量，流量以车辆数/分

钟计算。

（2）求支路 4x 的道路封闭时，交通流量的通解。

（3）当 4 0x  时， 1x 的最小值是什么?
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【解】（1）启发同学们根据前面的准备知识，把该问题转化为线性方

程组。在每个交叉路口（节点），利用节点的平衡性质：车辆驶入数目等

于车辆使出数目，根据图示写出该流量的方程组。

并且网络中的总流入量 200 等于总流出量 40+60+100.

由流量在每个节点是平衡的，可以得到方程组

1 3 4

1 2

2 3 5

4 5

40
200
100
60

x x x
x x
x x x
x x

  
  
   
  

利用线性方程组解的求解方法将系数矩阵A化为简化的行阶梯形矩阵B，

再利用线性方程组解的结构定理写出通解。

将方程组写成矩阵形式： AX b

对方程组的增广矩阵 ( )A b 作初等行变换，化为简化行阶梯形矩阵

B：

1 0 1 1 0 40
1 1 0 0 0 200
0 1 1 0 1 100
0 0 0 1 1 60

A

  
 
 
 
 
 


1 0 1 0 1 100
0 1 1 0 1 100
0 0 0 1 1 60
0 0 0 0 0 0

B

 
  
 
 
 

得到该网络的车流量

1 3 5

2 3 5

4 5

100
100 ,
60

x x x
x x x
x x

  
   
  

其中 3 5x x、 为自由未知量。

（2）当支路 4x 的道路封闭时，只有 A、D 节点的流量发生改变，由各
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节点处的流量是平衡的，得到新的方程组并求解。

1 3

1 2

2 3 5

5

40
200
100

60

x x
x x
x x x
x

 
  
   
 

，将未知量重排后得：

1 3

1 2

2 3 5

5

40
200

100
60

x x
x x
x x x
x

 
  
   
 

得到该交通流量的通解为：
1 3

2 3

5

40
160
60

x x
x x
x

 
  
 

（3）思考并讨论出现某些特殊情况时，网络的交通流量以及某支路的流

量。

当支路 4x 的流量等于 0时，在（1）的通解

1 3 5

2 3 5

4 5

100
100 ,
60

x x x
x x x
x x

  
   
  

中，由 4 0x 

可得
1 3

2 3

5

40
160
60

x x
x x
x

 
  
 

，由于网络中的道路是单行线，因此变量必须是非负数，

由 1 340x x  ，而 3 0x  ，可知 4 40x  ，即 4x 的最小值为 40。

6.启发引导同学们提出问题、发现问题：

网络中出现负流量如何解释，在实际问题中找寻应用线性方程组的实

例。

注：网络分支中的负流量对应模型中所示方向相反的流量。
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7.小结：

引导同学们体会学习线性代数的乐趣，感受线性代数的魅力和威力，

并希望由此产生更大的动力和热情学好这门课程，将来更好地发挥该课程

在国家发展建设中的作用。
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向量组的极大无关组与“大国家队模式” 

一、课程教学目标 

n 维向量是线性代数中最简单的数组，既可以看成是矩阵的特殊情形，

又可以看成是解析几何中二维和三维向量概念的推广。本教学案例主要内

容包括向量组的极大无关组，向量组的秩等概念，通过本案例的教学，使学

生达到如下目标： 

知识目标：理解向量组的极大无关组与向量组的秩等概念，知道矩阵的

秩与其行（列）向量组的秩之间的关系，掌握求向量组的极大无关组的方法。 

能力目标：训练已知条件的充分挖掘，内在关系的发现和利用，逻辑推

理的能力。 

素质目标：通过发现规律进行抽象归纳，将问题化繁为简，从“形变质

不变”看待事物变化，提高辩证思维能力和应用能力。 

二、课程育人目标 

围绕“大国家队模式”改革展开教学，将“组队上场比赛的小组队”

对应于“向量组的极大无关组”，讨论班级干部班委成员对于班级凝聚力，

团结协作力的影响。通过“大国家队模式组队比赛”案例，激发学生努力学

习，增加自身核心竞争力，成为更好的自己。 

三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第 4 章 

第 3 节向量组

围绕“大国家队模式”改革

展开教学，将“组队上场比

通过“组队比赛”

案例，激发学生
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的极大无关组

与秩 

赛的小组队”对应于“向量

组的极大无关组”，讨论班

级干部班委成员对于班级凝

聚力，团结协作力的影响。 

努力学习，增加

自 身 核 心 竞 争

力，成为更好的

自己。 

四、实施过程 

1. 开场白。 

本次课程讲授的章节标题（第 4 章第 3 节向量组的秩），主要内容（包

括向量组的极大无关组与向量组的秩），并强调所需的主要相关知识（向量

组的线性相关性），以 PPT形式呈现。 

2. 案例引入 1---电影《夺冠》。 

借助电影《夺冠》海报引起学生的好奇心并思考这节课的主要内容与电

影的关系，围绕女排主教练郎平所大力推行的“大国家队模式”改革，组织

学生讨论并思考，埋下伏笔，为课中展开教学内容奠定基础。 

将核心竞争力映射到线性无关，引导学生努力学习增强技能，提升自身竞

争力。将“组队上场比赛的小组队”对应于“向量组的极大无关组”，讨论

班级干部班委成员对于班级凝聚力，团结协作力的影响。 

3. 案例引入 2---线性方程组的保留方程组。 

给定一个线性方程组，方程个数和未知量个数均为 3.通过分析发现其

中第三个方程是多余的，可以只保留前两个方程，这样求解原方程组时只要

求解保留方程组即可。那么在一个线性方程组中，究竟哪些方程是多余的，

哪些方程可以用其余方程线性表示？为了借助向量工具更深入研究上述问

题，需要研究极大无关组等概念。 
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4. 抽象提取数学定义，发现规律本质，给出等价定义。 

抽取两个案例在数学上的抽象共性，给出极大无关组的定义，并举例进

一步说明向量组的极大无关组不唯一，正如挑选上场比赛队员的组队方式

不唯一。进一步研究极大无关组的性质：为何要选取极大无关组？极大无关

组可能不唯一，内在有何联系？从案例和例题中体会极大无关组的特征，抓

住本质，变中不变的是向量组的秩。 

5. 总结求解方法，举例演示。 

借助矩阵工具，利用三秩合一定理，利用初等行变换，给出求向量组的

极大无关组和向量组的秩的方法。 

6. 思考讨论，归纳总结，进行讨论。 

组织学生围绕“大国家队模式”改革展开小组讨论，将“组队上场比赛的

小组队”对应于“向量组的极大无关组”，讨论班级干部班委成员对于班级

凝聚力，团结协作力的影响。通过“大国家队模式组队比赛”案例，激发学

生努力学习，增加自身核心竞争力，成为更好的自己。 

7. 布置课后探索题。 

让学生自己找相关应用案例，培养学生将理论知识应用于实际，增强分

析问题和解决问题的能力。 
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正交矩阵与国旗 

一、 课程教学目标 

正交矩阵是一类具有特殊性质的矩阵，是具有代数和几何双重性质的

矩阵，在实际生活中有着广泛的应用。通过本案例的教学，主要想达到如下

三个目标： 

知识目标：理解正交矩阵在向量中的应用，学会从数学建模的思想考虑

问题，希望带领学生从代数和几何两个不同的视角理解向量的各种运算，提

高学生多角度看同一问题的能力。 

能力目标：掌握判定正交矩阵的常用方法，结合向量正交化的工具，能

够在逻辑推理能力、抽象思维能力以及发现问题和使用数学软件的能力方

面受到一定的训练。 

素质目标：化抽象为具体，通过具体案例掌握核心数学知识，普及历史

知识，发扬革命精神，引领新时代大学生树立正确价值观，人生观和世界观，

于润物细无声中培养爱国情怀。 

二、课程育人目标 

课程从五星红旗出发，利用国旗的红色情怀，引导学生缅怀先烈的奋斗

历程，用国旗的故事激励新时代的大学生要牢记历史，正值建党百年，应该

树立伟大理想，报效国家，不负青春与韶华。 
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三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100 字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第四章 

第 5节 向量的

内积与正交向

量组 

从国庆节前后，在北京的街

头和小区看到的作为切入

点，引出红旗，普及红旗的

含义：红色象征革命；五角

星象征中国共产党领导下的

人民大团结；四颗小五角星

各有一尖正对着大星的中心

点，表示围绕着一个中心而

团结。 

国旗特有的的红

色元素，便于引

导 学 生 缅 怀 先

烈，正值多事之

秋，激励新时代

的大学生要牢记

历史，奋发图强，

报效国家，不负

青春与韶华。 

 

四、实施过程 

学情分析：本课程的设计放在正交矩阵的这一小节，前面的章节已经介

绍过向量的线性运算-加法和数乘，而且会结合图形将运算表示出来，这也

体现了数学教学中代数与几何的关系，抽象与具体的联系。作为正交矩阵非

常特殊的例子，在平面上有一种具体的表现形式就是旋转变换（另外一种是

反射变换），将向量的旋转变换运用到五角星中。 

1. 引例与问题导入 

先以国歌为背景音乐引出课程的主角-国旗，带领大家回忆国旗的标

准以及意义，用设问的方式问如何画出美丽的国旗？ 
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2. 思政要点 

      普及国旗的知识以及上面五角星的象征意义，作为新时代的大学生，

这样能够更好的体会新中国 70 年来的繁荣富强，是因为革命先辈的浴血奋

战才有了今天的美好生活。 

3. 简化和提炼问题 

结合向量的方法，先以白色为底，再上色，主要分为以下步骤： 

（1）根据规定，确定大小五角星的位置，取旗面左上角 1/4 的地方，将其

按长 15 等分，宽 10 等分，大五角星的中心点在旗面上五下五，左五右十

之处，以中心点为原点建立直角坐标系 

   

   

 

（2）每个小五角星都有自己特定的位置，比如第一点在上二下八、左十右

五之处，对应坐标为 1(5,3)O ，依次得点 2 (7,1)O ， 3(7, 2)O  和。 
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（3）按规定，大五角星中心点的正上方 3 个单位处有一个顶点，记为 A，

坐标为(0,3)，得向量OA。先假设大五角星已经做出来了，设其他顶点分别

为 B,C,D,E, 如何通过大的五角星做出小的五角星呢？ 
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  4．复习向量的线性运算和几何意义 

(4) 复习向量的两种基本的线性运算，加法和数乘，特别是几何意义， 

向量的加法就是向量的平移，向量的数乘就是向量的伸缩。 

  

 

（5）按规定，用向量的数乘将大五角星的坐标放缩 1/3 得到小五角星，然

后再用向量的加法分别平移到 4 个小五角星的中心位置。具体为将向量

, , , ,OA OB OC OD OE 分别乘以 1/3 就可以确定中心点在原点的小五角的 5 个顶

点，相连后得到小五角星。再将小五角星按向量 1 2 3 4, , ,OO OO OO OO 平移，这样

就完全在旗面上确定了 5 个五角星了。 
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       5. 引入定义 

（6）小五角星的尖没有指到大的中心点，如何改变？为了解决遗留的两个

问题，引入向量的旋转，先考虑平面向量逆

时针旋转 θ 后向量坐标间的关系，已知向

量 1 2( , )Ta a a ，绕原点逆时针旋转角度 θ 后

得到向量 1 2( , )Tb b b 满足 

1 1 2 1 1

2 1 2 2 2

cos sin cos sin

sin cos sin cos

b a a b a

b a a b a

   

   

       
      

       
， 

特别记
cos sin

sin cos
R

 

 

 
  
 

，称之为平面向量旋转矩阵，其最本质的性质是 
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2

T TR R R R I     。 

引入本节课的重要内容-正交矩阵。 

定义：若 n nA  满足 T T

nAA A A I  ，称矩阵 A为正交矩阵。 

      6. 解决问题 

（7）确定大五角星的顶点位置，已知顶点 A对应向量 (0,3)OA  ，取旋转矩

阵
cos72 sin 72

sin 72 cos72
R

 
  
 

，将向量OA依次旋转一次得到向量 

0 2.853cos72 sin 72

3 0.927sin 72 cos72
OB ROA

     
      

    
，  

2

2
0 1.763cos72 sin 72

3 2.427sin 72 cos72
OC R OA

     
       

    
， 

3

3
0 1.763cos72 sin 72

3 2.427sin 72 cos72
OD R OA

     
       

    
， 

4

4
0 2.853cos72 sin 72

3 0.927sin 72 cos72
OE R OA

     
       

    
，连接后得大五角星。 
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（8）调整小五角星的尖对准大的中心点，利用旋转矩阵，通过计算将 4 颗

小星分别绕其中心点逆时针旋转50 ,26 ,2 ,51 ，就对准了大星的中心点了，

象征围绕着一个中心而团结，最后再涂色就是一面标准的五星红旗了。 

   

 

  7. 教学反思 

教学过程中一直渗透着提出问题，分析问题，解决问题和适当拓展的教学

方法，做到课堂有收有放，鼓励大家集思广益，寓教于乐，用问答互动方式

式，能够促使学生体验和反思，促进学生主动学习。 
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北斗导航中的定位问题与线性方程组 

一、课程教学目标 

矩阵消元法是求解线性方程组常用的方法，通过本案例的教学，主要想

达到如下三个目标： 

知识目标：了解一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示，掌握初等行

变换求解线性方程组的方法，掌握矩阵初等行变换的定义，学会使用初等行

变换求解线性方程组和化简矩阵，理解计算矩阵初等行变换的算法步骤。 

能力目标：思考消元法可行的理论依据，以及得到的阶梯型方程组（或

矩阵）是否唯一，是否与变换过程有关，掌握常用数学软件求解线性方程组

的命令。 

素质目标：结合北斗导航的发展历程，培养学生树立远大理想，立志报

效祖国的家国情怀，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力以及数学软件

解决实际问题的能力。 

二、课程育人目标 

通过介绍古代数学的伟大成就，引导学生树立文化自信，结合北斗卫星

曲折的发展过程，引导学生抓住祖国发展的机遇，志存高远，从自我做起，

为中华民族的伟大复兴贡献力量。 

三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100 字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第 3章 

3.2 线性方程

从四星定位问题展开，介绍

北斗导航系统的发展和挫

抗击疫情，将物

资及时送达，彰
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组的求解与初

等行变换 

折，引入线性方程组的求解

问题，引用方程术的例子，树

立文化自信，激烈莘莘学子，

抓住当下的机遇，努力学习。 

 

 

 

 

 

显北斗导航 

是国家安全和经

济发展不可或缺

的基础设施，是

大国地位和综合

国力的重要标

志，是提高文化

自信的重要支

撑。 

四、实施过程 

1. 开场白 

播放一段新闻：2020 年 7 月 31 日，中国向全世界郑重宣告，中国自主

建设、独立运行的全球卫星导航系统已全面建成，中国北斗自此开启高质量

服务全球、造福人类的崭新篇章。简要介绍我国自主发展导航系统的历史。 

2．引例 

先以卫星定位为例子，引入具体问题，假设有 1，

2，3，4 颗卫星，经过时间 t 接收器收到卫星的信号，

用 c 表示光速，如何确定接收器的具体位置？根据距

离，得到线性方程组 

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2,3,4i i i ix x y y z z c t t i        ，整理后得 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2i i i i i i i ix x y y z z c t t x y z x y z c t c t           ，引入记号 
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 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4

1
, 1,2,3

2
j j j j jc x y z x y z c t c t j         ，令 i=1,2,3,4 得线性方程

组

2

1 4 1 4 1 4 1 4 1

2

2 4 2 4 2 4 2 4 2

2

3 4 3 4 3 4 3 4 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4 4 4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 i i i

x x x y y y z z z c t t t c

x x x y y y z z z c t t t c

x x x y y y z z z c t t t c

x x y y z z c t t x y z x y z c t c t

        


       


       
          

 

当四颗卫星不在同一个平面上时，由前三个方程可以得( x, y, z)的线性方程

组

2

1 4 1 4 1 4 1 4 1

2

2 4 2 4 2 4 2 4 2

2

3 4 3 4 3 4 3 4 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x x y y y z z z c t t t c

x x x y y y z z z c t t t c

x x x y y y z z z c t t t c

        


       
        

， 

那么如何求解一般的线性方程组？ 

3. 思政要点 

    抗击疫情，分秒必争。北斗“交通”打通火线运输线，确保防疫物资及

时送达；国庆阅兵，举世瞩目。北斗“标齐”大显身手，受阅方队、装备“米

秒不差”，阅出了军威、国威；在世界之巅珠穆朗玛峰，北斗为中国攀登者

完成高程测量提供主要数据；在惊涛骇浪的南海，中国渔民无论行驶到哪块

海域都在中国北斗的俯瞰之中，…，这就是中国北斗，它是国家安全和经济

社会发展不可或缺的信息基础设施，是大国地位和综合国力的重要标志。 

    4. 求解问题 

再回到《九章算术》的例子， 

方程：今有上禾三秉,中禾二秉,下禾一秉,实三十九斗；上禾二秉,中禾三秉,

下禾一秉,实三十四斗；上禾一秉,中禾二秉,下禾三秉,实二十六斗；问上、中、

下禾实一秉各几何? 

具体解法如下， 
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术曰：置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，實三十九斗，於右方。中、左禾

列如右方。  

写出得到（竖直方向书写的）矩阵

1 2 3

2 3 2

3 1 1

26 34 39

 
 
 
 
 
 

。 

以右行上禾遍乘中行而以直除。又乘其次，亦以直除。 

消元后得到矩阵

0 0 3

4 5 2

8 1 1

39 24 39

 
 
 
 
 
 

。 

然以中行中禾不盡者遍乘左行而以直除。 

继续消元后得到矩阵

0 0 3

0 5 2

36 1 1

99 24 39

 
 
 
 
 
 

。 

左方下禾不盡者，上為法，下為實。實即下禾之實。 

去掉公因数得到矩阵

0 0 3

0 5 2

4 1 1

11 24 39

 
 
 
 
 
 

。 

求中禾，以法乘中行下實，而除下禾之實。 

对第二列继续消元得到矩阵

0 0 3

0 20 2

4 0 1

11 85 39

 
 
 
 
 
 

。 

餘如中禾秉數而一，即中禾之實。 
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去掉公因数得到矩阵

0 0 3

0 4 2

4 0 1

11 17 39

 
 
 
 
 
 

。 

求上禾亦以法乘右行下實，而除下禾、中禾之實。餘如上禾秉數而一，即上

禾之實。 

对第三列继续消元，去掉公因数得到矩阵

0 0 4

0 4 0

4 0 0

11 17 37

 
 
 
 
 
 

 

實皆如法，各得一斗。 

分别将系数化为 1，得到矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

11 17 37

4 4 4

 
 
 
 
 
 
  

，这就是结果。 

为了符合现代书写习惯，写成 

3 2 1 39 3 2 1 39 3 2 1 39 3 2 1 39 3 2 1 39

2 3 1 34 0 5 1 24 0 5 1 24 0 5 1 24 0 20 0 85

1 2 3 26 0 4 8 39 0 0 36 99 0 0 4 11 0 0 4 11

3 2 1 39 12 0 0 111 4 0 0 37

0 4 0 17 0 4 0 17 0 4 0 17

0 0 4 11 0 0 4 11 0 0 4 1

         
         

    
         
                  

   
   

 
   
      

37
1 0 0

4

17
0 1 0 .

4
1

11
0 0 1

4

 
 

   
   
   
    

 
  

 

上述过程就是消元法。  

5. 初等变换的定义和结论 
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定义： (初等行变换)对矩阵施行下列三种运算称为矩阵的初等行变换 

(1) 交换矩阵的两行的位置， 

(2) 用一个非零数 k去乘矩阵某一行的所有元素, 

(3) 把某一行的倍数加到另一行对应的元素上去。 

注记. 将上述矩阵初等行变换中的“行”换成“列”, 则得到类似的初

等列变换, 这两种变换统称为矩阵的初等变换。显然初等变换都是可逆的。

变换后的矩阵不相同, 所以用 表示。 

结合前面讲过的行阶梯型矩阵和简化行阶梯型矩阵，重复使用初等行

变换，我们可以证明 

定理：任意 m × n 矩阵总可以经过有限次初等（简化）行变换化为阶

梯型矩阵。 

例题：化简以

2 4 1 1

1 2 1 2

1 1
1 1

2 2

A

 
 
 

  
 
   
 

为增广矩阵的线性方程组为阶梯型和

简化阶梯型。 

解答：反复使用三种初等行变换，可得 

2 4 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 4 1 1 0 0 3 3 0 0 3 3

1 1 1 2 2 1 0 0 3 3 0 0 0 0
1 1

2 2

1 2 1 2 1 2 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1 .

0 0 0 0 0 0 0 0

A
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6. 教学反思 

引导学生从实际问题入手，通过所学知识，简化问题，要时刻利用建模

的思想解决问题，达到学以致用的效果。 
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特征向量与优美的小波

矩阵，作为线性代数的重要工具，研究其特征值和特征向量有着重要

的意义。矩阵 A乘以 p表示，对向量 p进行一次转换（旋转或拉伸），而

该转换的效果为常数 λ 乘以向量 p（即只进行拉伸）。通常求特征值和特

征向量即为求出该矩阵能使哪些向量（特征向量）只发生拉伸，使其发生

拉伸的程度如何（特征值大小）。这样做的意义在于，看清一个矩阵在那

些方面能产生最大的效果，并根据所产生的每个特征向量（一般研究特征

值最大的那几个）进行分类讨论与研究。小波变换在图像压缩、图像分解

等应用中有着广泛的应用。特征向量与最美小波例体现了我们构建的线性

代数“4模块”课程思政资源中围绕大计算和应用案例展开的线代之妙：通

过本案例的教学，使学生达到如下目标：

一、 课程教学目标

1.知识目标：通过案例导引，让学生掌握特征值与特征向量的概念，掌握

计算方阵特征值及其相应特征向量的方法；

2.能力目标：通过学习，能够把实际问题量化，矩阵化，并通过数学软件

解决实际问题，获取信息；

3.素质目标：通过学习特征值、特征向量，培养学生逻辑思维能力、抽象

思维及对事物的认知能力，培养学生分析和解决问题的能力，提高学生将

基础知识用于实践的能力。

二、 课程育人目标

通过问题驱动案例、课堂互动、例题三个环节，令学生深刻领悟线性

代数的美与秒，对抽象的理论知识应用有初步了解，培养学生应用能力和

学习兴趣，培养用于创新的挑战精神。

三、 育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第 6章

特征值与特征向

量

通过小波图像压缩、图像分解的

案例展示，让学生感悟数学的美

与秒，在学习理论知识的同时，

增强学习兴趣和对学科发展前沿

的了解，培养学生用于挑战的创

通过问题驱动案例、

课堂互动、例题三个

环节，令学生深刻领

悟线性代数的美与

秒，对抽象的理论知
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新精神。 识应用有初步了解，

培养学生应用能力

和学习兴趣，培养用

于创新的挑战精神。

四、 实施过程

【学情分析】《线性代数》的授课对象是大一学生，这个阶段的学生还是

延续了高中阶段的形象思维，对于线性代数过于抽象的知识体系并不能很

好地接受。同时，他们思维活跃，但深度欠缺，具有对新知识的渴望与热

情，也具有一定的提出问题，分析问题能力，但遇到复杂问题往往缺乏自

信心，应用案例不易复杂，实际问题必须简化处理。

1. 开场

1.图片导入---吸引学生兴趣—PPT 或者 MATLAB 环境下呈现：

同学们，下面的图像，大家看出来他们有什么联系和不同？启发同学思考。

（1）利用小波分解算法得到的图像分解（注：原始图像取材于北京化工大

学的标志景致之 1—化大之光）

（2）例如：Matlab 环境下的图像去噪：

（2）小波分析简介：小波分析 (wavelet Analysis) 是 20 世纪 80 年代
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中期发展起来的一门数学理论和方法，由法国科学家 Grossman 和 Morlet

在进行地震信号分析时提出的，随后迅速发展。 小波分析的出现被认为是

傅立叶分析的突破性进展。小波变换的基本思想类似于 Fourier 变换，就

是用信号在一簇基函数形成空间上的投影表征该信号。小波变化被誉为“数

学显微镜”，它是调和分析发展史上里程碑式的进展。

小波分析的应用是与小波分析的理论研究紧密地结合在一起的。现在，它

已经在科技信息产业领域取得了令人瞩目的成就。它的重要方面是图象和

信号处理。现今，信号处理已经成为当代科学技术工作的重要部分，信号

处理的目的就是：从数学地角度来看，信号与图象处理可以统一看作是信

号处理（图象可以看作是二维信号），在小波分析地许多分析的许多应用

中，都可以归结为信号处理问题。

(1)小波分析用于信号与图象压缩是小波分析应用的一个重要方面。它的

特点是压缩比高，压缩速度快，压缩后能保持信号与图象的特征不变，且

在传递中可以抗干扰。基于小波分析的压缩方法很多，比较成功的有小波

包最好基方法，小波域纹理模型方法，小波变换零树压缩，小波变换向量

压缩等。

(2)小波在信号分析中的应用也十分广泛。它可以用于边界的处理与滤波、

时频分析、信噪分离与提取弱信号、求分形指数、信号的识别与诊断以及

多尺度边缘检测等。

(3)在工程技术等方面的应用。包括计算机视觉、计算机图形学、曲线设

计、湍流、远程宇宙的研究与生物医学方面。

下面我们简要介绍一下小波的几个应用：

1. 构造正交小波的统一框架：正交多分辨分析—-优美的多分辨结构
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2. 小波函数值的计算，归结为特征向量的计算问题，并给出算法：

1

( ) (2 )

( ) ( 1) (2 )







 


   






k
k Z

k
k

k Z

x h x k

x h x k

 

 

尺度方程

小波方程

以尺度函数 ( )φ x ，支集为 0, L 为例，讨论 ( )φ x 的求值方法：

Step 1. 利用尺度方程，求 ( )φ x 在整数点处的值：

0 1 2 3
0

0 1 2 3
0

1
0 0

(1) (2 ) (4) (4) (4) (4)

(2) (4 ) (4) (4) (4) (4)

( 1) (2 2 ) ( 1) ( 2)

L

k
k
L

k
k

L

k L L
k k

h k h h h h

h k h h h h

L h L k h L h L






 


     




     





       






 



     

     

   

即

1 0

3 2 1 0

1

0 0(1) (1)
(2) (2)

( 1) ( 1)0 0 L L

h h
h h h h

L Lh h 

    
    
    
    
    

     




 


 
 

 

令

1 0

3 2 1 0

1

0 0(1)
(2)

,

( 1) 0 0

H



  
  
   
  
  

   




 
 L L

h h
h h h h

L h h








则

α Hα ，

即求α的问题，归结为计算矩阵H 的特征值为 1的特征向量问题。

Step 2. 利用两尺度方程和 Step1 的结果，可求

1 3 2 1( ), ( ), , ( )
2 2 2

L   
的值。
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Step 3. 逐次利用
( )
2 j

m
的结果和两尺度方程，可计算

1
1 1( ) (2 ) ( ), 1,3, , ( 2 1)

2 2 2


           j
i ij j j

k i

m m mp k p k m L   ，从而可以画出尺度函数

的图形。

例如： 对应于 DB2 的尺度函数图形。

再例如： 不同迭代次数下的小波逼近
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2 定义引入：

定义 6.1 （特征值和特征向量）设 A 是 n阶方阵，如果存在数

和非零列向量 p ，使得关系式

Ap   p （6.1）成立，则称数是方阵 A 的特征值（elgenvalues），非零列向量 p 是

矩阵 A 的属于特征值 的特征向量（elgenvectors）．

这里应当注意，矩阵 A 是方阵．在本章中，如果不特别指出，所讨论 的矩阵均为方阵.

显然，矩阵 A 的属于一个特征值 的特征向量不惟 一．
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3. 课外拓展：

1. 你能根据小波方程写出小波函数值及其图形的算法吗？

2. 感兴趣的同学，可以进入 MATLAB 工具箱，在窗口输入 wavemenu，然后

回车，出现如下界面，熟悉小波族及其在信号或图像处理中的直观应用。

例如：Matlab 环境下生成的 Db4 小波的图形
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再例如：Matlab 环境下利用小波的图像融合
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实对称矩阵的正交对角化 

一、课程教学目标 

矩阵的对角化是线性代数课程的重要内容之一，针对本科生教学，在考

虑学生知识储备和 

理解力的基础上，依据学以致用的思想，利用特征值、特征向量及实对

称矩阵对角化的理论知 

识，给出葡萄酒分类的具体策略，旨在加深学生对矩阵特征值和特征向

量及对角化理论的理解。 

通过本案例的教学，使得学生达到如下三个目标： 

（1）知识目标：掌握实对称矩阵对角化的判定，熟悉矩阵对角化的步

骤。 

（2）能力目标：培养学生的逻辑推理能力、抽象思维能力及利用数学

知识解决问题的能力。 

（3）素质目标：启发学生对于抽象数学学习的兴趣，借助中国葡萄酒

文化故事，点燃当代 

大学生的家国情怀和民族自豪感，培养具有社会担当和文化传承使命

感的接班人。 

二、课程育人目标 

在葡萄酒风靡世界的今天，国人多认为葡萄酒是外来文化，因而葡萄酒

长期被列入“洋酒” 

之列。实际上，最原始的“酒”是野生浆果经过附在其表皮上的野生酵

母自然发酵而成的果酒， 

称之为“猿酒”，意思是这样的酒是由我们的祖先发现并“造”出来

的。而中国是世界人类和 

葡萄的起源中心之一，故葡萄酒应为“古而有之”，葡萄酒应是中国

“土酒”，而不是“洋酒”。 

本案例通过讲述我国的葡萄酒文化，阐述了从汉武帝时期-魏晋南北朝

时期-唐朝我国葡萄 
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酒文化的辉煌历史，抛出不同品种的葡萄酒该如何分类的问题，从而将

问题聚焦在实对称矩阵的正交对角化上。这样不仅彰显了数学的无限应用

魅力，激发了学生利用数学知识解决实际问题的欲望，开阔了学生的学术视

野，同时潜移默化地培养了学生的家国情怀和民族自豪感。 

三、育人案例设计 

教学内容 

（简述，不超过

50字） 

思政要素切入点 

（100字左右） 

育人目标 

（100字左右） 

第六章  

6.3 实对称矩

阵的对角化 

通过讲述我国的葡萄酒文

化，阐述了从汉武帝时期-魏

晋南北朝时期-唐朝我国葡

萄酒文化的辉煌历史，抛出

不同品种的葡萄酒该如何分

类的问题，从而将问题聚焦

在实对称矩阵的正交对角化

上。这样不仅彰显了数学的

无限应用魅力，激发了学生

利用数学知识解决实际问 

 

彰显数学的无限

应用魅力，激发

了学生利用数学

知识解决实际问

题的欲望，开阔

了学生的学术视

野，同时潜移默

化地培养了学生

的家国情怀和民

族自豪感。 

 

四、实施过程 

1. 开场。 

开场时主讲教师在铺有白色台布的桌子上展示 5 种葡萄酒，讲述我们

葡萄酒文化的辉煌历史和感人故事，进而引出“如何进行葡萄酒分类”的问

题。 
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接下来告知同学们，要解决该问题所需的理论知识（实对称矩阵正交对

角化的判定定理），并引导学生回顾已学知识： 

定理 6.2 属于不同特征值的特征向量线性无关。 

定理 6.6 阶方阵可对角化的充分必要条件是它具有个线性无关的特

征向量。 

定理 6.9 实对称矩阵的不同特征值对应的特征向量必正交。 

2、实对称矩阵的对角化。 

● 判定定理 

定理 6.12 任意 n 阶实对称矩阵 A必可对角化，且能与对角矩阵正交相

似，即存在正交矩阵Q ，使得 
1T −= = Q AQ Q AQ  

其中是以 A的 n个特征值为对角元素的对角矩阵。 

证明：首先说明实对称矩阵 A可对角化。 

。 
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下面寻找满足条件的正交矩阵Q 。 

获得正交单位向量组，以该向量组为列构造矩阵，相应矩阵即为所求正

交矩阵Q 。 容易验证
1T −= = Q AQ Q AQ 。证毕！ 

实对称矩阵对角化的步骤： 

① 求出矩阵 A的全部特征值；  

②求出属于每一个特征值的特征向量； 

② 对特征向量施密特正交化、单位化； 

③ 以上述正交单位向量组为列构造矩阵Q ； 

④ 矩阵Q 即为所求。  

3、应用举例求解（葡萄酒分类）。 

现有三种葡萄酒的 178 个样本，每个样本含有 13 个参数： 
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问题：提取这三种葡萄酒的主要特征，能够快速甄别任意一新葡萄酒样

本的所属问题。 

解：根据三类葡萄酒的 178 个样本构造一 13*178 矩阵 R ，如下所示： 
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作矩阵          ，不难发现 A 为实对称矩阵。 根据定理 6.12 它必

可对角化，下面求出矩阵 A的特征值并按从大到小的顺序排列：  

与上述特征值对应的特征向量为： 

对特征向量 1 2 13, , ,P P P 施以正交单位化，得向量组 1 2 13,q , ,qq ，进而得到

正交矩阵  1 2 13,q , ,qQ q= ,使得 ( )1 2 13, , ,TQ AQ diag   = 。 
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观察发现矩阵 A 的后 7 个特征很小，因此可将它们对应的特征向量删

除，使得剩余特征值对应的特征向量衍生出一个 6 维向量，此向量组即为

反应葡萄酒品质的最重要的参数。这样便完成了对葡萄酒的分类。 

【备注 1】本例采用 PCA分析法，借助实对称可对角化理论对葡萄酒予

以分类，其中涉及 PCA 降维环节，通过 Matlab 软件分析降维对分类的误差

影响不大。 

【备注 2】在构造对角矩阵和正交矩阵时，应特别注意排序的对应性。 

4、课堂练习 

试求正交矩阵 Q 使得下列矩阵可对角化 

 

 

 

 

 

【提示】第一组同学考虑(1)；第二、三组同学考虑(2)，此题的求解借

助 Matlab 软件将会更简单。 

【教学总结】 

● 刻画了任意实对称矩阵可对角化问题，并探究在葡萄酒分类问题中

的应用。 

● 利用定理 6.12 寻找恰当的正交矩阵，使得已知实对称矩阵相似于

一对角矩阵。 

● Matlab 软件在处理与矩阵相关问题时发挥重要的作用。 

【课后作业】课本 215 页第四题、第六题及第七题。 

( )

1 1 -2

1 1 -2 1

-2 1 1

 
 
 
  

( )

2 0 1

0 4 0 3

1 0 7 0 4
2

3 0 9 0 2

4 0 10 0

2 0 8
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化二次型为标准形

一、课程教学目标

二次型的系统研究是从 18世纪开始的，它起源于解析几何中化二次曲

线及二次曲面方程为标准方程问题。而二次曲面在曲面中占有重要地位，

一方面，它包含许多常见的曲面，另一方面还常常用二次曲面来近似地表

示比较复杂的曲面。通过二次型，可以很方便地讨论二次曲面分类以及各

种不变量。在很多学科里，二次型都是主要研究对象，很多问题都可以转

化为二次型。通过本案例的教学，使学生达到如下目标：

知识目标：掌握用正交变换法化二次型为标准形，了解如何用二次型

化二次曲面方程为标准方程，以及如何通过二次型判断二次曲面的类型。

能力目标：在逻辑推理能力、抽象思维能力以及由特殊到一般解决问题

的归纳推理能力方面得到提升。

素质目标：通过这部分内容的学习，使同学们感受到线性代数不仅是一

门学习其他学科的必修课，同时也可以体会到数学与生活密不可分，数学在

不断改变我们的生活，使我们的周围变得更加美好，潜移默化地激发学生学

好这门课程的信心和决心，更加努力积极地投入到线性代数的学习中去，

为将来参加祖国的建设奠定良好的学科基础，更好地为祖国建设出力。

二、课程育人目标

数学家华罗庚曾经说过：宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，

地球之变，日用之繁，无处不用数学。希望同学们能从这部分内容的学习中

体会到这一点，发现各学科知识的融会贯通，体验数学应用的广泛性，感受
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到数学学习的乐趣，感受到数学无处不在的美，看到数学的魅力，激发学习

热情，端正学习态度，树立更加明确的学习目标和方向，学好这门课程，

奠定好学科基础，成长为祖国建设的有用人才。

三、育人案例设计

教学内容

（简述，不超过 50

字）

思政要素切入点

（100 字左右）

育人目标

（100 字左右）

第七章

第二节

用正交变换化二次型为标准形的

方法，将高等数学中的一般二次曲

面方程 z=xy 化为标准方程，得出

该曲面的类型为双曲抛物面（马鞍

面），因为双曲抛物面屋盖利于排

水、防止渗漏、减轻自重、节约材

料、抗击压力、刚度较大、造型优

美等优点，建筑学家们常常会把屋

顶设计成双曲抛物面，比如中国

国家体育场“鸟巢”、广州星海音

乐厅、浙江杭州体育馆、薯片等。

数学家华罗庚曾经

说过：宇宙之大，粒

子之微，火箭之速，

化工之巧，地球之

变，日用之繁，无处

不用数学。希望同学

们能从这部分内容

的学习中体会到这

一点，发现各学科知

识的融会贯通，体验

数学应用的广泛性，

感受到数学学习的

乐趣，感受到数学无

处不在的美，看到数

学的魅力，激发学习

热情，端正学习态

度，树立更加明确的

学习目标和方向，学

好这门课程，奠定好

学科基础，成长为祖

国建设的有用人才。

四、实施过程

教学过程：理论和实践相结合，以学生为中心，采用问题驱动式的教

学理念，启发式的教学方法，利用智慧教学工具-雨课堂，引入日常生活中

实例，设计和实施教学案例。

1.问题导入-说明二次型理论的来源与引入的必要性
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通过具体问题，自然而然地激发学生进一步学习的欲望：

二次型的系统研究是从 18世纪开始的，它起源于解析几何中化二次曲

线及二次曲面方程为标准方程问题。而二次曲面在曲面中占有重要地位，

一方面，它包含许多常见的曲面，另一方面还常常用二次曲面来近似地表

示比较复杂的曲面。

2.正交变化法

采用启发式的教学方法，由实对称矩阵的对角化自然地过渡到如何将

二次型标准化。

（1）标准形：只含平方项的二次型，即 2 2 2
1 1 2 2 n nf d y d y d y    ，称为

二次型的标准形。

（2）知识回顾：实对称矩阵化为对角矩阵的理论与方法

（3）定理：任意 n 元实二次型 Tf X AX ,总可以通过正交变换 X=QY 化

为标准形，即

2 2 2
1 2 1 1 2 2( , , , ) T T

n n nf x x x X AX X QY y y y Y Y           

其中 1 2, , , n   为 A 的全部特征值，正交矩阵 Q 的列向量为 A 对应于特征值

1 2, , , n   的正交单位特征向量。

注意：正交变换不改变图形的大小和形状。

设 X=QY 为正交变换，  、 为 n 维实向量，做正交变换 X=QY,令

X Q Y Q  、 ，则

) ( )T T TX Y Q Q Q Q Q Q          、 、 （ 、

（4）步骤：

Ⅰ.首先写出对应的二次型矩阵 A，并求其特征值和特征向量

Ⅱ.将同一特征值的特征向量正交化、单位化

Ⅲ.以Ⅱ中的标准正交向量组为列做正交矩阵 Q

Ⅳ.做正交变换 X=QY，将二次型化为标准形：
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2 2 2
1 2 1 1 2 2( , , , ) T T

n n nf x x x X AX X QY y y y Y Y           

(5)思政融入：二次型标准化及如何判断二次曲面的类型举例，并自然

地融入课程思政-体会数学与我们的生活密不可分、体会数学的美、数学的无

处不在、数学给我们的生活带来的美好变化，潜移默化地激发同学们学好线

性代数的信心和决心，奠定良好的学科基础，将来更好地投身到祖国的各项

建设中去。

引发学生：感受生活中的数学，体会学数学、用数学，以及数学给我

们的家园带来的美好变化。
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引发学生思考：高等数学课程中只是指出 z=xy 表示的曲面是马鞍面，

并未说明原因，通过具体推导，充分认识线性代数在其他课程学习中的价

值。

拓展：

双曲抛物面具有奇怪的力学特征，不仅能承受拉扯，还能承受推挤。

为了让房屋更加能承载重量，抗击压力，建筑学家们常常会把屋顶设计成

双曲抛物面，比如中国国家体育馆“鸟巢”、2012 伦敦奥运会的室内自行车

馆等。
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双曲抛物面的薯片，结构稳固，很难碎成一大块，更不会碎成对称的

两瓣，而有些薯片一不小心就会碎掉。这其中最大的区别就是薯片里的数

学原理。双曲抛物面是几何图形，它的特征就是无法形成一条应力线，也

就是说小裂缝不会一下子变成一个大裂缝。

品客薯片就是双曲抛物面的薯片，它的设计就是运用了这个原理。乐

事薯片不是马鞍面，它只有一条抛物线，另一条是直线，这种结构虽然不

如品客，但也有好处，一旦碎了会很对称，顺着中间的应力线变成两瓣，

而品客结构稳固，不碎则以，一碎就是粉末状。品客的薯片制成是商业机

密。
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引发学生：感受数学的美以及在创造我们美好生活中的重大指导意义。

3.抽象升华：用二次型化简一般二次曲面方程，引导同学们由特殊到

一般的归纳推理能力。

教学方法和手段：进入课堂互动环节，启发同学们思考并通过雨课堂

投屏作答，培养同学们由特殊到一般的归纳推理能力。

具体方法：

4.拓展与思考：二次曲面的类型与特征值的关系
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由例 1、例 2这两个具体问题出发，启发、引导同学们思考如何将一般

的二次曲面方程化为标准方程，以及高等数学中所讲的二次曲面是依据什

么进行分类的。

5.教学总结

◆掌握用正交变换法化二次型为标准形

◆了解用二次型化二次曲面方程为标准方程的思路

◆数学家华罗庚曾经说过：宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之

巧，地球之变，日用之繁，无处不用数学。通过这部分内容的学习，同学

们可以体会到数学与生活密不可分，数学在不断改变我们的生活，使我们

的周围变得更美好，希望同学们能从中体会到数学学习的乐趣，看到数学

的魅力，激发学习热情，将来更好地为祖国建设出力。
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7. 典型应用和计算软件的清单及展示 

（1）行列式的应用 

（2）行列式计算的 Matlab实现举例 

（3）矩阵乘法应用 

（4）矩阵初等变换的应用 

（5）向量组的应用 

（6）矩阵的初等变换与方程组的解 

（7）方阵的特征值及特征向量 

（8）线性代数在机器学习中的应用 

（9）线性代数在线性系统中的应用 
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1. 行列式应用 

用二阶行列式求平行四边形的面积，用三阶行列式求平行六面体的体积. 

在平面上，令向量 ( , )a a α ， ( , )a a β ，则二阶行列式 

a a
D

a a

 

   

的绝对值在几何上表示由向量α， β为邻边构成的平行四边形的面积.事实上，

由初等数学平面向量知识，平行四边形的面积为 

( )
sin ( , ) ( )S


  

 


α β
α β α β α β α β α β

α β
 

( )( ) ( )a a a a a a a a    

         

( )a a a a a a a a D

        . 

令向量 ( , , )x y z  α ， ( , , )y y y  β ， ( , , )z z z  γ ，则三阶行列式 

x y z

D x y z

x y z

  

  

    

的绝对值在几何上表示由向量α，β，γ为棱的平行六面体的体积.一个平行六面

体可以由它的过同一顶点的三条边完全确定，这三条边可以用顶点为起点的三个

向量来表示，因而这三个向量就完全确定了平行六面体的形状和大小. 

以向量α， β为邻边构成的平行四边形作为底面，其底面积为 S α β ，

而这个底面上的高是 cos ( , )h γ α β γ ，于是得平行六面体的体积为 

V α β cos ( , )γ α β γ ( )α β γ ， 

根据向量混合积的计算公式得 

x y z

V D x y z

x y z

  

  

  

. 

 

2. 行列式计算的 Matlab 实现举例 
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【例 1】 求解符号行列式方程
2

2

3 2 1 1

3 2 2 1

5 1 3 2

7 1 3 2

x

x

-

-

0 . 

【解】  计算行列式的值，得 

2 2

2 1

4 3

2 2

3 2 1 1 3 2 1 1

3 2 2 1 0 0 1 0

5 1 3 2 5 1 3 2

7 1 3 2 2 0 0 0

r rx x

r r

x x

- -

- -





2 3 2

2

3 2 1

( 1) (1 ) 5 1 2

2 0 0

x

x

  



 

2 2 2 2
2 1

(1 )(2 ) 3( 1)(2 )
1 2

x x x x       . 

解方程得到  

1x   , 2x   . 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

【例 2】  利用克莱姆法则求解下列线性方程组的解. 

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8,

3 6 9,

2 5,

4 7 6 0.

x x x x

x x x

x x x

x x x x

   


  


   
    

 

syms x                                  % 定义 x 为符号变量 

A=[3,2,1,1;3,2,2-x^2,1;5,1,3,2;7-x^2,1,3,2];    %定义矩阵 A 

D=det(A)                                % 计算矩阵 A 的行列式 D 

D =  

-6+9*x^2-3*x^4                           %A 的行列式值 

f=factor(D)                               % 对多项式 D 进行因式分解 

f =  

-3*(x-1)*(x+1)*(x^2-2)    

% 从因式分解的结果，可以看出方程的解 

X=solve(D)                   % 求方程“D＝0”的解 

X =     -1 

        1 

2^(1/2) 

-2^(1/2) 
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【解】 计算下列行列式，得  

1 2

3 4

2 1 5 1

1 3 0 6
4 0

0 1 1 2

1 4 7 6

8 1 5 1 2 8 5 1

9 3 0 6 1 9 0 6
48 108

5 1 1 2 0 5 1 2

0 4 7 6 1 0 7 6

2 1 8 1 2 1 5 8

1 3 9 6 1 3 0 9
24 = 52.

0 1 5 2 0 1 1 5

1 4 0 6 1 4 7 0

D

D D

D D

，

， ，

，



 
   





 

  
     
   

 



  
   

  



 

则非齐次线性方程组有唯一解 

31 2 4
1 2 3 412 27 6 13.

DD D D
x x x x

D D D D
        ， ， ，

 

 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 
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3.矩阵乘法应用 

（方阵的幂）交通网络：有如下网络 

 

     图 1-1 

图 1-1为 1，2，3，4四个城市之间的空运航线，用有向图表示,求经过一次

转机（也就是坐两次航班）能到达的城市. 

【解】该图可以用下列邻接矩阵表示： 

A=[2,1,-5,1;1,-3,0,-6;0,1,-1,2;1,4,-7,6];         %  输入系数矩阵 A  

A1=A; A2=A; A3=A; A4=A; b=[8,9,-5,0]; 

% 将 A赋值给不同变量，b 为常数项，为求 iD 准备 

D=det(A);                       %求|A| 

A1(:,1)=b ;                      % 将 A 中第 1 列替换为向量 b 

D1=det(A1);  x1=D1/D           % 求 1D 继而求 1x  

x1 =                           % 运行求出 x1 的值 

     12 

A2(:,2)=b ;                      % 将 A 中第 2 列替换为向量 b 

D2=det(A2);  x2=D2/D           % 求 2D 继而求 2x  

x2 =                           % 运行求出 x2 的值 

27  

A3(:,3)=b ;                      % 将 A 中第 3 列替换为向量 b 

D3=det(A3);  x3=D3/D           % 求 3D 继而求 3x  

x3 =                           % 运行求出 x3 的值 

6  

A4(:,4)=b ;                      % 将 A 中第 4 列替换为向量 b 

D4=det(A4);  x4=D4/D           %求 4D 继而求 4x  

x4 =                           % 运行求出 x4 的值 

    -13 

1 4 

2 3 
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1

0 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

 
 
 
 
 
 

A  

其中，第 i 行描述从城市 i 出发，可以到达各个城市的情况，若能到达第 j 个

城市，记 1ija  ，否则 0ija  ，规定 0iia   (其中 , 1,2,3,4i j  )．如第 2 行表示：

从城市 2出发可以到达城市 1而不能到达城市 2、3和 4． 

经过一次转机（也就是坐两次航班）能到达的城市，可以由邻接矩阵的平方

2

2 1A A          来求得． 

2 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1

    
    
    
    
        
    

   A A A  

其中第 2 行表示：从城市 2出发经一次转机可以到达城市 3 和城市 4 而

不能到达城市 1 和 2． 

在 MATLAB 命令窗口中输入 

 

 

 

 

 

A1=[0 0 1 1;1 0 0 0;0 1 0 0;1 0 1 0];           % 输入邻接矩阵 A 

A2=A1^2                             % 求 2
A  

A2 =                                  % 经过一次转机能到达的城市 

     1     1     1     0 

     0     0     1     1 

     1     0     0     0 

     0     1     1     1 
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4.矩阵初等变换的应用 

【例 3】（求插值多项式）如下表所示： 

 

 

 

给出了函数 ( )f t 图像上 4 个点的值，试求三次插

值多项式 2 3

0 1 2 3( )p t a a t a t a t    ，并求 (1.5)f 的近似值． 

【解】设三次多项式函数 2 3

0 1 2 3( )p t a a t a t a t    ，由已知可以得到四元线

性方程组： 

0

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

3,

0,

2 4 8 1,

3 9 27 6.

a

a a a a

a a a a

a a a a




   


    
    

 

对增广矩阵施行初等行变换化为行阶梯形矩阵得 

2 1

3 1

4 1

4 3

3 2

4

4 2

3

1 0 0 0 3 1 0 0 0 3

1 1 1 1 0 0 1 1 1 3

1 2 4 8 1 0 2 4 8 4

1 3 9 27 6 0 3 9 27 3

1 0 0 0 3 1 0 0 0 3
3

2 0 1 1 1 3 0 1 1 1 3
6

0 0 2 6 2 0 0 1 3 13
2

0 0 6 24 12 0 0 0 1 1

r r

r r

r r

r r
r r

r
r r

r

   
   

    
    

   
   

   
   

     
  

  
   

A

3 4

2 3

1 0 0 0 3

3 0 1 0 0 2

4 0 0 1 0 2

0 0 0 1 1

r r

r r r




 
 

 
 
   
 
 

 

解方程组得 

0

1

2

3

3

2

2

1

a

a

a

a




 


 
 

 

三次多项函数为 2 3( ) 3 2 2p t t t t    . 

代入 2 31.5 , (1.5) 3 2 1.5 2 1.5 1.5 1.125.t p          

ti 0 1 2 3 

f(ti

) 

3 0 -1 6 
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在 MATLAB 命令窗口键入： 

 

在一般情况下，当给出函数 ( )f t 在 n+1个点 ( 1,2, , 1)it i n  上的值 ( )if t 时，

就可以用 n次多项式 2

0 1 2( ) n

np t a a t a t a t     对 ( )f t 进行插值． 

 

【例 4】(调味品的配制问题)某调料有限公司用 8种成分来制造多种调味料. 

一下(表 4.2.1)列出了 6种调味料 A、B、C、D、E及 F每包所需各成分的量（以

克为单位）： 

表 4.2.1 

 A B C D E F 

辣椒 3 1.5 4.5 7.5 9 4.5 

姜黄 2 4 0 8 1 6 

胡椒 1 2 0 4 2 3 

欧莳萝 1 2 0 4 1 3 

大蒜粉 0.5 1 0 2 2 1.5 

糖 0.5 1 0 2 0 1.5 

盐 0.5 1 0 2 2 1.5 

丁香油 0.25 0.5 0 2 1 0.75 

问题：（1）一顾客为了避免购买全部调味制品，它可以购买其中的一部分

并用它们配制出其余几种调味品.为了能配制出其他几种，顾客须购买的最少的

调味品的种类是多少？写出所需最少的调味品集合. 

（2）（1）中得到的调味品集合是否唯一？可否找到另一个最小的调味品集

合？ 

A=[1,0,0,0;1,1,1,1;1,2,4,8;1,3,9,27]；   % 输入方程的系数矩阵 

b=[3;0;-1;6]；                      % 输入方程组常数项 

R=rref([A,b])                       % 求增广矩阵的行最简 

R   =  1     0     0     0     3 

   0     1     0     0    -2 

   0     0     1     0    -2 

   0     0     0     1     1 

% 得到 0 1 2 33, 2, 2, 1a a a a      ，三次多项函数为 2 3( ) 3 2 2p t t t t     

3-2*1.5-2*1.5^2+1.5^3              % 计算 (1.5)f  

ans = 

   -1.1250 

% 故 (1.5)f 近似等于 2 3(1.5) 3 2 1.5 2 1.5 1.5 1.125.p          
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（3）利用你在（1）中找到的最小调味品集合，按下列成分组合秩配制一种

新的调味品： 

辣椒 18 ，姜黄 18 ，胡椒 9，欧莳萝 9，大蒜粉 4.5，糖 3.5，盐 4.5，丁香

油 3.25. 

【解】假设：分别设 6 种调味品各自配料的列向量分别为 , , ,  α α α ，则由

题意，该问题实质上就是要求向量组 , , ,  α α α 的极大无关组.以其为列作矩阵，

并对其施行行初等变换. 

. . . .

. .

. .

. .

. . .

               

           

           

           

             

             

             

              

M  

（1）容易看出，向量组 , , ,  α α α 的秩为 4，且极大无关组有 6个，但由于

问题的实际意义，其余向量由极大无关组表示的系数不能取负数，才符合实际情

况. 

利用初等变换进行矩阵行简化，得到极大线性无关组 , , ,   α α α α ，其余向量

可以用极大无关组表示，   

 

 
α α α ；     

 

 
α α α α α . 

即只需要购买 B、C、D、E四种调味品就可以配制出全部调味品. 

（2）从（1）中的分析可知， , α α 在极大无关组中是不可替代的，极大无关组

中的另外两个向量只能从 , , ,   α α α α 中选，从 , α α 由 , , ,   α α α α 线性表示式可以

看出，任何移项都会出现负的系数，从而失去意义. 因此，（1）中的最小调味品

集合是唯一的. 

（3）验证： 设 ( , , , , . , . , . , . )T           β 则问题转化为向量 β 能否由

, , ,   α α α α 线性表示. 
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. . . .

.

, , , ,
.

.

.

. .

r r

   

             

          

         

         

          

          

          

           

α α α α β  

. .      β α α α ， 

即知一包新调味品可由 2.5包 B，1.5 包 C加上一包 D调味品配制而成. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 5】 （减肥配方问题）设三种食物每 100克中蛋白质、碳水化合物和脂

肪的含量如下表 4.1.1所示，表中还给出了 20世纪 80年代美国流行的简洁营养

配方. 如果用这三种食物作为每天的主要食物，那么它们的用量应各取多少，才

能全面准确地实现这个营养要求？ 

                         表 4.1.1 

营养 

成分 

每 100g 食物所含营养（g） 减肥所要求的 

每日营养量 脱脂牛奶 大豆粉 乳清 

蛋白质    36      51     13        33 

碳水化合物    52       34     45        45 

脂肪     0       7     1.1         3 

【解】 设脱脂牛奶、大豆粉和乳清用量分别为 , ,x x x  
个单位（100g）,三种

A=[3.1.5,4.5,7.5,9,4.5;2,4,0,8,1,6;1,2,0,4,2,3;1,2,0,4,1,3;0.5,1,0,2,2,1.5;0.5,1,0,2,0,1.5;0.5,1

,0,2,2,1.5;];              %6 种调味品的成分矩阵 A 

U=rref(A)                 %把矩阵 A 化为行最简型 

    U =                   % 行最简型为： 

1     0     2     2     0     1 

     0     1    -1     1     0     1 

     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0   
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食物所含营养的列向量分别为 ( , , ) , ( , , ) , ( , , . )T T T

           α α α ，每日

所需营养量的列向量为 ( , , )T  b . 由题意，三种食物每日所需量的多少恰好

为向量 b由向量 , α α 和
α 线性表示的系数，所以， x x x     α α α b，即     

.

x

x

x







   

   

    

 

求解有 ( , , ) ( . , . , . )T Tx x x         . 由此可知每日所需三种食物的量分别

为脱脂牛奶 27.72 克，大豆粉 39.19 克，乳清 23.32克. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.向量组的应用 

【例 6】 设矩阵

a b c

a b c

a b c

  

  

  

A 为满秩矩阵，试判断两直线 

:
x a y b z c

L
a a b b c c

  


     

， :
x a y b z c

L
a a b b c c

  


     

 

的关系. 

【解】 将 ( , , ) ( , , )T

i i i ia b c i   α 看作空间中的三点 ( , , )iM i    对应的向量，

由空间解析几何中关于向量的混合积的几何意义知， 

直线 ,L L 
共面的充分必要条件是 , ,     α α α α α α 三向量共面（线性相关），

显然， 

( ) ( ) ( )     α α α α α α 0 

所以，直线 ,L L 
共面. 又令 

A=[36,51,13;52,34,74;0,7,1.1];   %输入营养需求方程系数矩阵 

b=[33;45;3];                  %输入营养需求方程常数项 

U=rref([A,b])                 %把增广矩阵[A,b]化为行最简型 

  U=                         % 得到的阶梯型矩阵为：   

1.0000         0         0    0.2772 

         0    1.0000         0    0.3919 

         0         0    1.0000    0.2332   
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( ) ( )k k     α α α α ， 

即                 ( )k k k k      α α α ， 

因为矩阵 A满秩，即向量 , ,  α α α 线性无关，所以， k k  ， 

因此，向量 , α α  α α 线性无关，即向量 , α α 与
 α α 不平行，也就是

说，两直线的方向向量不平行. 故，直线 ,L L 
相交. 

【例 7】 设向量组 

( , , , ) , ( , , , ) ,T T

        α α ( , , , )T

    α ， ( , , , )T

   α ， 

求该向量组的极大无关组，并把其余向量由极大无关组线性表示.  

【解】对由向量组 , , ,   α α α α 构成的矩阵 A进行初等行变换化为行最简型矩

阵： 

( )

r r

A r r

r r

r

r

r

 

 

 







       


       


       


       

   


   


   


   

r r 

   

   

    

   

 

可知向量 , α α 为一组极大无关组，且，
   α α α ，

   α α α  

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Matlab 命令： 

A=[1,-2,5,-3;4,-1,-2,3;5,4,-19,15;-10,-1,16,-15]';↙      %生成与向量组对应的矩阵

A 

rank(A)↙                                       %计算向量组的秩 

ans =      

2                   % 秩为 2，小于向量组中向量的个数 4，向量组线性相关 

[R,jb]=rref(A)↙                                  % 把矩阵 A 为行最简型 

R =            

1            0           -3            2       

0            1            2           -3       

0            0            0            0       

0            0            0            0      

jb =                %jb 是一个向量，其元素为列向量组的极大无关组中向量所在的

列 

1            2       

A(:,jb)↙           %输出列向量组的极大无关组 

ans =      % , , , , , , ,
T T

        α α 为向量组 , , ,   α α α α 的极大无关组 

1            4       
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【例 8】求两个向量  1 2 3
T

 和  1 0 1
T

  的内积. 

【解】向量 和  的内积为 

   , 1 2 3 10 1 2
T

      

 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

【例 9】求向量  1 1 1
T

  的模. 

 【解】向量 的模为： 

2 2 21 1 1 3     

 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

【例 10】判断向量  2 1 4
T

   和  4 4 1
T

    是否正交. 

【解】向量 和  的内积为 

   , 2 1 4 4 4 1 0
T

       

a=[1 2 3];b=[1 0 -1];          %输入两个向量 

dot(a,b)          % 命令 dot(a,b)或 a'*b(a,b 是列向量)求向量 a,b 的内积 

ans =            % 向量内积为-2 

-2 

a*b'            %  a,b 的内积 

ans =           %  若 dot(x,y)=0，则 x 和 y 正交. 

-2 

a=[1 1 1]';      %向量 a 

b=norm(a)     %命令 norm(x)求向量 a 的模 

b = 

1.7321 

c=sqrt(a'*a)     % sqrt（x'*x）求向量 a 的模 

c = 

1.7321 
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又 , 0  ，故向量向量 和  正交. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

【例 11】  己知 , ,  α α α 构成 
R 的基，其中 , , .  

  

  

  

α α α  用施

密特正交化方法求 
R 的一个标准正交基.(用 Matlab实施) 

【解】将 , ,  α α α 正交化，得到 

,

,

, ,

, ,
β

 

 

  

 

   

   

   









 
 

 
 

 




 


 


 

β = α

α β
β = α β

β β

α β α β
= α β β

β β β β

 

 

  

  



  

再将 , ,  β β β 单位化，得到 

a=[2 -1 4]';b=[-4 -4 1]';         %输入向量 a，b 

c=dot(a,b)                   %求向量 a，b 的内积 

c =                         %运算结果： 

0                    %   dot(a,b)=0，则 a 和 b 正交. 
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β
γ =

β

β
γ =

β

β
γ =

β

 

, ,  γ γ γ 为 
R 的一个标准正交基. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Matlab 命令： 

 A=[1,1,1;1,1,0;1,0,0];↙                    %以向量 , ,α α α  
为列生成矩阵 A 

B=orth(A)↙                             %将矩阵 A 正交规范化并存为矩阵 B 

B =                                     %B 的三个列向量即为 
R 的一组标准正交基 

-0.7370    0.5910    0.3280 

-0.5910   -0.3280   -0.7370 

-0.3280   -0.7370    0.5910 

B'*B↙                                 %验证矩阵 B 是否为正交矩阵 

ans =                                   %验证的结果说明 B 是正交矩阵 

1.0000    0.0000    0.0000 

0.0000    1.0000    0.0000 

0.0000    0.0000    1.0000 
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【例 12】判断向量  2 , 1, 4
T

   和  4 , 4 ,1
T

    是否正交. 

【解】向量 和  的内积为 

  , 2 , 1,4 4 , 0   
T

－４，１   

又 , 0  ，故向量向量 和  正交. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

6.矩阵的初等变换与方程组的解 

【例 13】（化学方程式配平问题）在用化学方法处理污水过程中，有时会

涉及到复杂的化学反应.这些反应的化学方程式是分析计算和工艺设计的重要

依据.在定性地检测出反应物和生成物之后，可以通过求解线性方程组配平化

学方程式. 

某厂废水中含 KCN,其浓度为 650mg/L.现用氯氧化法处理，发生如下反应： 

.KCN KOH Cl KOCN KCl H O    

投入过量液氯，可将氰酸盐进一步氧化为氮气.请配平化学方程式： 

.KOCN KOH Cl CO N KCl H O     

【解】设 .x KOCN x KOH x Cl x CO x N x KCl x H O          
则 

x x x

x x x x

x x

x x

x x

x x

  

   

 

 

 

 









  ，即  

,

,

,

,

,

.

x x x

x x x x

x x

x x

x x

x x

  

   

 

 

 

 



 



 

 

 

 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

a=[2, -1, 4]’;b=[-4, -4 ,1]’;      % 输入向量 a，b 

c=dot(a,b)                   % 求向量 a，b 的内积 

c =                         % 运算结果： 

0                   %  dot(a,b)=0，则 a 和 b 正交. 

A=[1,1,0,0,0,-1,0;1,1,0,-2,0,0,-1;1,0,0,-1,0,0,0;1,0,0,0,-2,0,0;0,1,0,0,0,0,-2;0,0,2,0,0,-

1,0];                                                 % 输入系数矩阵 A                                     

disp('齐次线性方程组的基础解系为：')              % 输出提示信息 

x=null(A,'r')                   % 求齐次线性方程组 Ax＝0 的基础解系 x 

齐次线性方程组的基础解系为： 

x =                          

      1       

      2       

     3/2      

      1       
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可见上述齐次线性方程组的通解为： ( , , , , , , )Tx k  
 

     . 

取 k 得 , , , , , ,
T

x        .可见配平后的化学方程式如下： 

.KOCN KOH Cl CO N KCl H O          

【例 14】（平面间的位置关系） 试讨论三平面 

, ( ) ,x y z x y a z x ay z        

的相互位置关系. 

【解】 因为这三个平面的法向量互不平行，所以三平面互不平行. 由于三

平面的联立方程组的每一个解都表示这三平面的一个交点，因此，考察联立线性

方程组的解的情况，对其增广矩阵施行初等行变换得 

r r

r r
A a a

a a

 

 



       

      

      

A b  

                      
( )

( )( )

r a r
a

a a a

 

   

  

    
， 

于是由行阶梯形矩阵可知： 

（1）当 a 且 a 时， ( ) ( )R R A A （未知量的个数），方程组有唯一解，

即三个平面有一个交点； 

（2）当 a 时， ( ) ( )R R  A A ，方程组有无穷多解，通解为 
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x

y k

z

 

 

 

        （ k 为任意常数）. 

上述解集合表示过 点（3，－1，0），以（－7，3，1）为方向向量的空间直

线，通解表达式即直线的参数方程. 故此时三个平面相交于一条直线. 

（3）当 a 时， ( ) ( )R R A A ，这时方程组无解，故此时三个平面没有

公共点，又因为三个平面互不平行，因此，三个平面两两相交于一条直线. 

【例 15】求非齐次线性方程组 

,

,

,

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    

    

    

    

    

     

     

    

 

的通解以及对应齐次线性方程组的基础解系. 

【解】对非齐次线性方程组的增广矩阵进行初等行变换化为行最简阶梯形，

得 

r r

r r

r r

r r

r

r

r

 

 

 

 







           

           

           

           

     






A

r r 

      

           

           

           

     

     


     

     

 

得方程组通解为： 

k k k  

   

   

   

   

   

x 其中 , ,k k k  
为任意实数. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 
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A=[2,4,-1,4,16;-3,-6,2,-6,-23;3,6,-4,6,19;1,2,5,2,19];    % 输入系数矩阵 A                                     

b=[-2;7;-23;43];                                 % 输入常数列向量 b 

B=[A b];                 %B 为增广矩阵 

[R,s]=rref(B);             % R 为增广矩阵的最简行阶梯矩阵 

                        % s 为 R 的所有基准元素在矩阵中的列号 

[m,n]=size(A);            % m 为矩阵 A 的行数、n 为矩阵 A 列数 

Ra=rank(A);              %R 为系数矩阵 A 的秩 

Rb=rank(B);              %Rr 为增广矩阵的秩 

if Ra==Rb&Ra==n        % n 为未知量的个数，判断是否有唯一解 

disp('非齐次线性方程组有唯一解：') 

x=A\b;                % 求出唯一解 x 

elseif Ra==Rb&Ra<n      % 判断是否有无穷多解 

disp('非齐次线性方程组有无穷多解：') 

x0=zeros(n,1);            % 将特解 x0 初始化为 N 维零向量 

r=length(s);             % 矩阵 A 的秩（非零行行数）赋给变量 r 

x0(s,:)=R(1:r,end);       % 将矩阵 R 的最后一列按基准元素的位置给特解 x0 赋值 

disp('非齐次线性方程组的特解为：')      % 显示特解 x0 

x0    

disp('对应齐次线性方程组的基础解系为：')    % 显示提示信息 

C=null(A,'r')                               %求 AX=0 的基础解系 

else  

disp('非齐次线性方程组无解：')             % 判断是否无解 

end 

运行结果： 

非齐次线性方程组有无穷多解： 

非齐次线性方程组的特解为： 

x0 = 

      3       

      0       

      8       

      0       

      0       

对应齐次线性方程组的基础解系为： 

C = 

      -2           -2           -9       

      1            0            0       

      0            0           -2       

      0            1            0       

      0            0            1       
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故可求出方程组的通解为： 

k k k  

   

   

   

   

   

x  

【例 16】当 k 取何值时，方程组
,

( ) ,

( ) ,

( )

( ) .

k x x x x

x k x x x

x x k x x

x x x k x

   

   

   

   

     

    

    

    

有非零解？

在有非零解的情况下，求出其基础解系. 

【解】 

 

 

齐次线性方程组的系数矩阵 A为 

k

k

k

k

    

   

   

   

A  

(

k k k
c c

k k k
c c

k k k
c c

k k

k k
k k

k k
r r k k k

k k
k

k

k k k
k k

k k k

k k

 

 

 

 

          

       

       

       

     
    

   
   

   
  

   

      
  

   

  

A

) ( )k k k

k k k
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显然 A ，方程组有唯一零解，则当 , ,k k k


 


时方程组有非零解. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

syms k                                    % 定义符号变量 k 

A=[1-2*k,3,3,3;3,2-k,3,3;3,3,2-k,3;3,3,3,11-k];    % 给系数矩阵赋值                                            

D=det(A);                                 % 算出系数矩阵的行列式 D 

kk=solve(D);                              % 解方程“D＝0”，得到解 kk，即 k 值 

for i=1:4                          

   AA=subs(A,k,kk(i));                  % 分别把 k 值代入系数矩阵 A 中 

   fprintf('当 k='); 

      disp(kk(i));                         % 显示 k 的取值 

      fprintf('基础解系为：\n'); 

   disp(null(AA))                 % 计算齐次线性方程组“Ax=0”的基础解系 

end 

运行结果如下： 

当 k=     7/2 

基础解系为： 

                                    [-1/2] 

                                    [    ] 

                                    [ -1 ] 

                                    [    ] 

                                    [ -1 ] 

                                    [    ] 

                                    [ 1  ] 

当 k=     14 

基础解系为： 

                                     [1/5] 

                                     [   ] 

                                     [2/5] 

                                     [   ] 

                                     [2/5] 

                                     [   ] 

                                     [ 1 ] 

当 k=    -1 

基础解系为： 

                                  [-1    -1] 

                                  [        ] 

                                  [ 0     1] 

                                  [        ] 

                                  [ 1     0] 



—21—   

7.方阵的特征值及特征向量 

【例 17】(特征值和特征向量的几何意义)对于一个给定的矩阵 A（在线性

代数中常被看做是一种特殊的线性变换），它的特征向量 x 经过它作用之后，得

到的新向量 Ax x仍然与原来的 x  保持在同一条直线上，但其长度也许会改

变.实际上，特征值是一个特征向量的长度在该矩阵作用下缩放的比例.如图 6-2

是《蒙娜丽莎》以及其左右翻转的图像， 

 当蒙娜丽莎的图像左右翻转时，中间垂直的红色向量 

方向保持不变.而水平方向上黄色的向量的方向完全反转， 

因此它们都是左右翻转变换的特征向量.红色向量长度不变， 

其特征值为 1.黄色向量长度也不变但方向变了，其特征值 

为-1.橙色向量在翻转后和原来的向量不在同一条直线上 

，因此不是特征向量.   

【例 18】（人口流动问题）设某国人口流动状态的统计规律是每年有十分之

一的城市人口流向农村，十分之二的农村人口流向城市．假定人口总数不变，那

么经过多少年后，全国人口将会集中在城市？ 

【解】 最初城市和农村人口分别为 0 0,x y ，第m 年城市和农村人口分别为

,m mx y ，则 

01

1 0

0.9 0.2

0.1 0.8

xx

y y

    
     
    

，

1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m m

m m

x x

y y





    
    
    

， 

由此推得 

  
1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m

m m

m m

x x

y y





    
    
    

. 

 由 A 的特征多项式   
0.9 0.2

1 0.7
0.1 0.8


  



 
    

 
E A 知 A 的特征值

图 6-2 
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1 21, 0.7   ．它们对应的特征向量分别 1 2

2 1

3 3
,

1 1

3 3

   
   

    
      
   

  . 

令  1 2

2 11
,

1 23

 
   

 
P   ，得 1

1 1

1 2

  
  

 
P ，因而有 

                
11

2

0 1 0

0 0 0.7





    
     

  
P AP Λ . 

于是 1A PΛP ，有 

 1 1
2 1 1 11 01

1 1 1 23 0 0.7

2 1 2 2
0.7 0.7

3 3 3 3
.

1 1 1 2
0.7 0.7

3 3 3 3

m
m

m
m m

m

m m

m m

 
    

       
     

 
    

  
     
 

A PΛP PΛ P

 

从而 

   1

0 0 0 0

1

2 1

3 3
2 0.7

1 1

3 3

m mm m

m m

x x
A x y x y

y y





   
      

          
          
   

, 

当m时，0.7 0m  ,故 

 0 0

2

3

1

3

x
x y

y





 
  

    
  
 
 

. 

即当m时，城市与农村人口为 2:1,趋于稳定得分布状态． 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 
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【注】许多实际问题常归结为矩阵的对角化，实则也是求方阵的高次幂问题，

比如本例的人口流动问题，类似地还有遗传问题、从业问题等等. 事实上，当 n

阶方阵 A可相似对角化时，计算其高次幂 k
A 的方法为： 

        1 1 1 1 1 1 1,k k        A PΛP PΛP PΛP PΛ P P Λ P P ΛP PΛ P  

而对于对角阵 1 2diag( , , , )n  Λ ，有 1 2diag( , , , )k k k k

n  Λ ，故 

                1

1 2diag( , , , )k k k k

n   A P P . 

 【例 6.22】 已知矩阵

   

   

   

   

A ，利用 MATLAB 求其特征值. 

 syms x0 y0  n;          %定义符号变量 

A=[0.9 0.2;0.1 0.8];        %定义矩阵 A 

[d,v]=eig(A)              %求矩阵 A 的特征值 v 和特征向量 d 

An=d*v.^n*inv(d)         %求 1m 
PΛ P  

Y=An*[x0;y0]            %求出 n 年后人口分布情况 

%运行结果如下： 

d = 

    0.8944   -0.7071 

    0.4472    0.7071 

v = 

    1.0000         0 

         0    0.7000  

An =  

[ 2/3+1/3*(7/10)^n, 2/3-2/3*(7/10)^n] 

[ 1/3-1/3*(7/10)^n, 1/3+2/3*(7/10)^n]   

Y =  

 (2/3+1/3*(7/10)^n)*x0+(2/3-2/3*(7/10)^n)*y0 

 (1/3-1/3*(7/10)^n)*x0+(1/3+2/3*(7/10)^n)*y0 
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【解】 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 方法一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

方法二 

 

 

 

 

 

 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

syms k                                    % 定义符号变量 k 

B=A-k*eye(length(A));                       % 构造矩阵 ( )B A kE  

D=det(B);                                  % 计算行列式 A kE  

lamda1=solve(D)                            % 求 A kE 的符号形式解 

lamda1 =                                  %运行结果如下： 

        [12] 

        [        1/3           1        ] 

        [- 1/3 %1    - 385/3 ----- - 7/3] 

        [                      1/3      ] 

        [                    %1         ] 

        [      1/3           1 

        [1/6 %1    + 385/6 ----- - 7/3 

        [                    1/3 

        [                  %1 

                   1/2 /        1/3           1  \] 

         + 1/2  i 3    |- 1/3 %1    + 385/3 -----|] 

                       |                      1/3|] 

                       \                    %1   /] 

        [      1/3           1 

        [1/6 %1    + 385/6 ----- - 7/3 

        [                    1/3 

        [                  %1 

                   1/2 /        1/3           1  \] 

         - 1/2  i 3    |- 1/3 %1    + 385/3 -----|] 

                       |                      1/3|] 

                       \                    %1   /] 

                         1/2 

  %1 := 19585 + 120 22674 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

P=poly(A);                                 % 计算矩阵 A 的多项式，向量 p 的 

% 元素为该多项式系数 

Lamda2=roots(P)                            % 求该多项式的零点，即特征值 

运行结果如下： 

 Lamda2 = 

 -17.3347           

  12.0000           

   5.1673 + 6.3598i 

   5.1673 - 6.3598i 
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方法三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 19】已知矩阵

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

   
 
   
   
 
   

A  ，利用 MATLAB 工具 

（1）求 A的特征值和特征向量； 

（2）判断 A能否对角化？若能，求可逆矩阵 P ，使得 
P AP = ，其中

为对角矩阵. 

【解】在 MATLAB命令窗口中输入如下内容： 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

Lamda3=eig(A)                             % 直接求矩阵 A 的特征值 

运行结果如下： 

 Lamda3 = 

 -17.3347           

   5.1673 + 6.3598i 

   5.1673 - 6.3598i 

  12.0000 
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【例 20】（人口流动问题）设某国人口流动状态的统计规律是每年有十分之

一的城市人口流向农村，十分之二的农村人口流向城市．假定人口总数不变，那

么经过多少年后，全国人口将会集中在城市？ 

【解】 最初城市和农村人口分别为 0 0,x y ，第m 年城市和农村人口分别为

,m mx y ，则 

01

1 0

0.9 0.2

0.1 0.8

xx

y y

    
     
    

，
1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m m

m m

x x

y y





    
    
    

， 

A=[1 -1 -1 -1;-1 1 -1 -1;-1 -1 1 -1;-1 -1 -1 1];    % 生成矩阵 A 

[V,D]=eig(A)                             % 直接求矩阵 A 的特征值、特征向量 

运行结果如下： 

V = 

    0.5000   -0.2113   -0.2887    0.7887 

    0.5000    0.7887   -0.2887   -0.2113 

    0.5000   -0.5774   -0.2887   -0.5774 

    0.5000        0    0.8660        0 

D = 

 

   -2.0000         0         0         0 

         0    2.0000         0         0 

         0         0    2.0000         0 

         0         0         0    2.0000 

r=rank(2*eye(4)-A)   % 带入三重根 2    ，求 ( ) 0E A p   的系数矩阵的秩 

r = 

     1            % 3n r  说明 2  时，有三个线性无关的特征向量 

                  % A 有 4 个线性无关的特征向量，故 A 与对角阵相似 

inv(V)*A*V        % V 即为可逆矩阵 P，D 即为对角阵，验证 1 p Ap D  

ans = 

   -2.0000         0   -0.0000   -0.0000 

   -0.0000    2.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    2.0000    0.0000 

   -0.0000   -0.0000    0.0000    2.0000 
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由此推得 

  1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m

m m

m m
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y y
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 由 A 的特征多项式   
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E A 知 A 的特征值

1 21, 0.7   ．它们对应的特征向量分别 1 2

2 1
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,
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3 3
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令  1 2
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,

1 23

 
   

 
P   ，得 1

1 1

1 2

  
  

 
P ，因而有 
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2

0 1 0

0 0 0.7





    
     

  
P AP Λ . 

于是 1A PΛP ，有 
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0.7 0.7
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从而 
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0 0 0 0

1

2 1

3 3
2 0.7
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当m时，0.7 0m  ,故 
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. 
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即当m时，城市与农村人口为 2:1,趋于稳定得分布状态． 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【注】许多实际问题常归结为矩阵的对角化，实则也是求方阵的高次幂问题，

比如本例的人口流动问题，类似地还有遗传问题、从业问题等等. 事实上，当 n

阶方阵 A可相似对角化时，计算其高次幂 k
A 的方法为： 

        1 1 1 1 1 1 1,k k        A PΛP PΛP PΛP PΛ P P Λ P P ΛP PΛ P  

而对于对角阵 1 2diag( , , , )n  Λ ，有 1 2diag( , , , )k k k k

n  Λ ，故 

                1

1 2diag( , , , )k k k k

n   A P P . 

 

 

 

 

 

syms x0 y0  n;           %定义符号变量 

A=[0.9, 0.2;0.1, 0.8];        %定义矩阵 A 

[d,v]=eig(A)              %求矩阵 A 的特征值 v 和特征向量 d 

An=d*v.^n*inv(d)         %求 1m 
PΛ P  

Y=An*[x0;y0]            %求出 n 年后人口分布情况 

%运行结果如下： 

d = 

    0.8944   -0.7071 

    0.4472    0.7071 

v = 

    1.0000         0 

         0    0.7000  

An =  

[ 2/3+1/3*(7/10)^n, 2/3-2/3*(7/10)^n] 

[ 1/3-1/3*(7/10)^n, 1/3+2/3*(7/10)^n]   

Y =  

 (2/3+1/3*(7/10)^n)*x0+(2/3-2/3*(7/10)^n)*y0 

   (1/3-1/3*(7/10)^n)*x0+(1/3+2/3*(7/10)^n)*y0 
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【例 21】已知矩阵

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

   
 
   
   
 
   

A  ，利用 MATLAB 工具 

（1）求 A的特征值和特征向量； 

（2）判断 A能否对角化？若能，求可逆矩阵 P ，使得 
P AP = ，其中

为对角矩阵. 

【解】矩阵 A的特征多项式为 

 

   

  

1 2 3 4

2 1

3 1

4 1

3

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 2 0 0
2 2

1 1 1 1 0 0 2 0

1 1 1 1 0 0 0 2

2 2 ,

Af E A r r r r

r r

r r

r r

 

  
 

  

  

 
 

 

 

 

 

  
     

  

  


 

   
 


 

  

  

令   
3

2 2 0    ，得 A的特征值为 1 2   ， 2 3 4 2     . 

     当 1 2   时，求解齐次线性方程组    0-2E A X 的非零解如下： 

由

3 1 1 1 1 0 0 1

1 3 1 1 0 1 0 1
-2

1 1 3 1 0 0 1 1

1 1 1 3 0 0 0 0

    
   

      
    
   

   

E A ，得基础解系 1

1

1

1

1

 
 
 
 
 
 

p ， 

因此属于特征值 1 2   的所有特征向量为  1 1 1 0k k p ； 

      当 2 3 4 2     时，求解齐次线性方程组  2   0E A X 的非零解如下： 

由2  E A

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

   
   
   
   
   
   

， 

得基础解系 2 3 4

-1 -1 -1

1 0 0
= = =

0 1 0

0 0 1

p p p

     
     
     
     
     
     

， ， . 
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因此属于特征值 2 3 4 2     的所有特征向量为 2 2 3 3 4 4k p k k p p  (
2 3 4, ,k k k

不全为零).  

    令  1 2 3 4

1 1 1 1

1 1 0 0
, , ,

1 0 1 0

1 0 0 1

   
 
  
 
 
 

P p p p p ，则 P 可逆，并有 1 . P AP Λ  

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 
 
  
 
 
 

. 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

A=[1, -1 ,-1 ,-1;-1, 1, -1, -1;-1 ,-1, 1, -1;-1 ,-1, -1 ,1];   % 生成矩阵 A 

[V,D]=eig(A)                             % 直接求矩阵 A 的特征值、特征向量 

运行结果如下： 

V = 

    0.5000   -0.2113   -0.2887    0.7887 

    0.5000    0.7887   -0.2887   -0.2113 

    0.5000   -0.5774   -0.2887   -0.5774 

    0.5000        0    0.8660        0 

D = 

 

   -2.0000         0         0         0 

         0    2.0000         0         0 

         0         0    2.0000         0 

         0         0         0    2.0000 

r=rank(2*eye(4)-A)   % 带入三重根 2    ，求 ( ) 0E A p   的系数矩阵的秩 

r = 

     1            % 3n r  说明 2  时，有三个线性无关的特征向量 

                  % A 有 4 个线性无关的特征向量，故 A 与对角阵相似 

inv(V)*A*V        % V 即为可逆矩阵 P，D 即为对角阵，验证 1 p Ap D  

ans = 

   -2.0000         0   -0.0000   -0.0000 

   -0.0000    2.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    2.0000    0.0000 

   -0.0000   -0.0000    0.0000    2.0000 
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5. 应用 Matlab 软件将二次型化为标准形过程如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 在 MATLAB 命令窗口输入如下命令： 

 

结果为正定，二次型 f 的图形如图 7-3所示. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

% 绘制二次型的对应的二次曲面 

A=[6 -1 ;-1 5];         % 输入二次型矩阵 A 

lamda=eig(A)          % 求特征值 

%求出的特征值全为正故正定 

ezmesh(‘6*x1^2-2*x1*x2+5*x2^2’);   %  绘制二次型

图形 

A=[0,1,1;1,0,1;1,1,0];             %  生成二次型的矩阵 A 

[V,D]=eig(A)                    %  数值计算矩阵 A 的特征向量与特征值 

V =                            %  V的列向量是 A 的特征向量的数值解 

       -535/748      523/1328     780/1351   

        237/14314  -7729/9468     780/1351   

       1273/1822     935/2213     780/1351  

D =                           %  A 与特征向量 V 对应的特征值的数值解 

          -1            0            0       

           0           -1            0       

           0            0            2       

orth(V)                         % 将 V正交规范化 

ans =                           % 所求正交矩阵 P 的数值解 

              -535/748     1495/2177    1404/10819  

               237/14314   -231/1367    1561/1584   

              1273/1822    1484/2099     188/1717   



—32—   

8.线性代数在机器学习中的应用 
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9.线性代数在线性系统中的应用 
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1 
 

 8. 部分高阶性讨论题列表 

序号 主题 章节   讨论内容 

1  

关于矩

阵的逆 

1.4 （1）教材上在讲逆矩阵时，要求矩阵必须是方阵？为什么？ 

（2）你有想过可以定义长方阵的逆矩阵吗？ 

引导学生查阅关于广义逆矩阵的相关资料，感兴趣的同学也可

以进入学堂在线我们的《矩阵论及其应用》MOOC课程了解。网

址：

https://www.xuetangx.com/course/SDDXP0854003501/7770016 

 

2 行列式

在三维

空间中

的应用 

2.3 行列式的几何意义是什么呢？查阅文献学习平面组，齐次坐标的

概念，通过行列式判断平面的关系。 

3. 线性方

程组解

的几何

含义 

3.2 （1）二元一次线性方程组的解表示：二维空间（即平面）中一

些直线的交 

 

如图表示方程组 

0

0

0

x

y

x y





  

  有唯一解（0，0），即原点。 

（2）三元一次方程组的解表示：三维空间中一些平面的交 

 

如图表示方程组： 



2 
 

3 5 4 60

2 3 34

2 3 26

x y z

x y z

x y z

  


  
   

的解，解空间为什么？解有什么特点？ 

（3）对于 m个 n元一次线性方程构成的方程组，每个方程可看

作是 n 维空间中余维数为 1 的子空间，成为“超平面”

（hyperplane），该方程组的解可看作含有 m 个超平面的构形

（arrangement）的中心，若解存在，则对应于中心构形；不存

在，则对应于非中心构形。 

思考：将 m 个 n 元一次线性方程构成的方程组看作如上的超平

面构形，那么任意超平面的交对应于方程组的什么呢？该交点能

找出多少个？与方程组的解（有解情况下）有什么联系呢？ 

5 秩 3.3 

和

4.3 

 你想了解矩阵的秩与人脸识别或者数据降维的关系吗？请查阅

文献了解 123 

6 特征值

与特征

向量 

6.3 

1. 如何从几何的观点理解矩阵的特征值和特征向量，请查阅知

乎或者百度上的博客或查阅文献，谈谈你的理解。 

2. 有人说，陶哲轩与三位物理学家提出特征向量求解新定理，

可能改写了教科书，感兴趣的同学可以查阅热搜哈 

7 二次型

的正负

惯性指

数的含

义 

7.3 讨论二次曲面的类型与二次型正负惯性指数的关系 

 

8  

二次型

到高阶

张量 

7.2 线性代数里只讨论到二次型，请同学们小组讨论，可以类似地描

述三次型，四次型，甚至 n 次型吗？ 
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10. 在国内重要教学会议上的报告清单和部分截图. 

（1）申报人之一崔丽鸿教授，作为我校《工程数学》课群负责人，近 2年应邀在重要教育

教学会议上报告 4场，介绍《线性代数》等工程数学课程教学改革情况，得到同行的

赞赏。列出代表性如下： 

1）2019年 11月 30日-12 月 1日，报告题目：MOOC与智慧教学下的《线性代数》课程教

学新模式探索与实践，会议名称：2019新时代高校数学教学改革与创新研讨会，由教

育部高等学校大学数学课程教学指导委员会、数学类专业教学指导委员会、统计学类

专业教学指导委员会、高等学校大学数学教学研究与发展中心和高等教育出版社共同

主办，浙江理工大学承办。来自全国 280余所高校、900余位专家教师代表参加了会

议。 

2）2020年 6月 7日腾讯会议，报告题目：战疫情下的线上教学和测试---以线性代数课程

为例，会议主题：“停课不停教，不停学”思想指导下，线上教学效果及如何开展线上

测试的思路和实践，北京高校数学教育研究发展中心主办。来自北京高校的 200余位

专家教师代表参加了会议。 

3）2020年 11月 24日，报告题目：线性代数课程思政探索和实践，北京化大学数理学

院。 

4）2019年 6月 30日，报告题目：探讨 MOOC与智慧教学背景下的大学数学课程混合式教

学，会议主题：数学学科发展与教师能力提升研讨会，2019年 6月 30，北京化工大

学主办。 

4）2018年 10月 28日，报告题目：新工科背景下《线性代数》在线课程建设的探究与实

践，会议主题：2018年北京高校新工科背景下数理化基础课程教学研讨会，北京化工

大学主办。 

(2）申报人之一姜广峰教授，作为我校《数理学院院长》、《线性代数》主讲教师、《教育

部高等学校大学数学课程教学指导委员会》、《北京高校数学教育研究发展中心》，近几

年应邀在各种具有重大影响力的教育教学会议上报告 10余场，介绍我校《线性代数》

等大学数学类课程的教学改革成果，得到同行的赞赏。目前我校《线性代数》课程，

在北京市和全国其他院校具有较好的影响力和示范作用，在北京市高等教育研究和相

应的课程建设等方面起到辐射作用。列出代表性会议报告如下： 
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1）2017年 8月 16日 高等学校大学数学课程教学指导委员会会议，应邀大会报告：浅谈

新工科背景下大学数学基础课程的教学改革。 

2）2017年 8月 24日，2017年高校数学教学暑期培训暨第二届华北赛区微课比赛颁奖会，

应邀大会报告：浅谈新工科背景下大学数学基础课程的教学改革。 

3）2018年 5月 11-12日，在高等教育出版社主办的“融合创新 加快一流课程与教材建设

研讨会”（郑州）上应邀做报告“面向新工科的大学数学课程教学改革与建设——课

程教学改革与建设-以数学为例”。 

4）2019年 6月 22日，会议名称：大学数学课程教学研讨暨高等学校大学数学教学研究与

发展中心成立十周年总结会议，地点：西安交通大学，报告题目：关于课程质量评价

的思考 ——以大学数学课程为例。 

5）2019年 9月 14至 16日，会议名称：2018-2022教育部高等学校大学数学课程教学指导

委员会全体委员会议，报告题目：高校大学数学课程教学质量指数研究进展. 

6）2019年10月27日，会议名称：2019年中国农业大学理学院教学会议（北京），报告题

目：如何打造自己的金课。  

7）2019年11月2日，会议名称：2019北京地区高校一流课程与教材建设研讨会，主办：北

京市教委高教处 承办：北京服装学院 高等教育出版社，地点：北京服装学院，报告

题目：主题报告1： 新工科背景下的金课建设。 

8）2019年11月9日，会议名称：北京高校数学教育发展研究中心研讨会暨中国高等教育学

会教育数学专业委员会首届师资培训会，主办：北京航空航天大学数学科学学院，报

告题目：如何打造自己的金课。 

9）2019年11月28日，对外经济贸易大学统计学院邀请报告：浅谈新时代大学数学金课建

设。 

10）2020年3月，北京建筑大学邀请报告，题目：关于教育教学研究课题申报的思考。 

 



3 
 

11. 参加教学能力提升和课程思政学习培训的证书 
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线性代数

课程信息

线性代数A，56学时

 线性代数B，48学时

参考资源

教学内容 

第1章 矩阵及其运算

第2章 行列式

第3章 线性方程组解的判定及其求解

第4章 n维向量与向量组的线性相关性

第5章 线性方程组解的性质和结构

第6章 矩阵的特征值和相似对角化

第7章 二次型

教学方式

线上线下混合式

依托平台

成绩评定方案

签到（占9%）和自我评价（占1%）

课后作业占15%

北化在线测验占15%

爱课程《线性代数典型习题讲解》MOOC单元测验下

的阶段性测验占10%

期末考试50%

崔丽鸿老师的祝语

对自己

对自己：“三尺讲台责任重，慈母严师待学生，数学

面纱任我揭，数学魅力任我显，蜡炬成灰泪始干，辛

勤耕耘乐其中”。

对学生：“大学数学真美妙，数学美味细品尝，待到

用时不惆怅，四年时光当珍惜，身健体魄快乐学，独

领风骚皆自豪“。

如何学习线性代数？

注重课前课中课后三环节的安排和效率

重视基本概念、基本原理、基本方法，循序渐进

勤思多练，敢于提问，参与互动，积极讨论

按时完成作业、及时查漏补缺、注重梳理总结

线性代数有什么特点？

概念多、公式多、式子大、计算大、符号繁、关系

杂......

抽象美、对称美、规律美、逻辑美、简洁美、算法

美......

训练思维、同时能让你的脑细胞翩翩起舞

为什么要学习线性代数？

瑞典数学家Lars Garding在其名著Encounter with

Mathematics中说：“如果不熟悉线性代数的概念，

要去学习自然科学，现在看来就和文盲差不多。”

高等学校重要的公共基础课

考研必考数学科目

大数据人工智能的基础，各行各业的有力的支撑

什么是线性代数?

什么是线性Linear？

在中学里，“一次方程”、“一次函数” ， 就是“线

性方程”、“线性函数”.就线性函数而言，它的代数

意义是：可加性、比例性（k为数值时，叫数乘性）

什么是代数Algebra?

简单的说，代数就是用字母代替数进行运算，这里字

母是抽象的对象，可以是变量、向量、复数、矩阵、

群、环、域、算子等等.

讨论线性方程及线性运算的代数就叫做线性代数

教学形式上：传统面对面教学与网络教学的结合

教学技术上：基于Web技术，结合视频、音频、文

本、图形、动画等多种多媒体技术；

教学手段上：传统教学手段与信息技术手段的结合

教学方法上：因材施教，有的放矢，一法为主，多元

混合，充分发挥教师的主导作用与学生的主体地位，

以达到最佳的教学效果

教学评价上：过程评价、结果评价等多种评价方式的

结合

实体课堂

北化在线

爱课程

企业微信直播（腾讯会议或其它备选）

对芊芊学子

其他学校MOOC推荐： 黄廷祝（电子科技大学），线

性代数与空间解析几何；靳全勤(同济大学)， 线性代

数； 陈建龙（东南大学），线性代数；  学堂在线：

杨晶(清华大学): 简明线性代数     

第8章 线性空间与线性变换

作者 崔丽鸿

教材：线性代数，姜广峰 崔丽鸿主编，高等教育出版

社

教辅：线性代数导学备考一书通，崔丽鸿，姜广峰，

化学工业出版社

MOOC：https://www.icourse163.org/线性代数典

型习题讲解，北京化工大学，崔丽鸿，姜广峰等 

北化在线：https://course-proxy2.buct.edu.cn/

meol/index.do，线性代数，北京化工大学

课程负责人签字： 



线性代数
主编 姜广峰

崔丽鸿

第1章 矩阵及

其运算

1.1 矩阵的概念

1.2矩阵的运算

1.3 逆矩阵

第2章 行列式

2.1行列式的定义

2.2行列式的性质

2.3行列式按行（列）展开

2.4行列式与克拉默法则

2.5行列式与方阵

2.6行列式的应用及其计算软件举例

第3章 线性方程组

解的判定及其求解

3.1一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示

3.2线性方程组的求解与矩阵的初等行变换

3.3矩阵的秩

3.4线性方程组有解的判定与求解

3.5线性方程组的应用及其计算软件举例

第4章 n维向量与向

量组的线性相关性

4.1n维向量的基本概念

4.3 向量组的秩

4.2向量组的线性关系

4.4  n维向量空间

4.5向量的内积与正交向量组

4.6向量的应用及其计算软件举例

第5章 线性方程组解

的性质和解的结构

5.1 线性方程组解的等价命题

5.2齐次线性方程组解的结构

5.3 非齐次线性方程组解的结构

第6章 矩阵的特征

值和相似对角化

6.1特征值与特征向量

6.2 相似矩阵

6.3 实对称矩阵的对角化

6.4矩阵特征值和相似对角化应用及其计算软件举例

搭建体系的三种思路

第7章 二次型

7.1 二次型与对称矩阵

7.2 化二次型为标准形

7.3 二次型的不变量和惟一性

*第8章 线性空间

与线性变换（本章

讲授根据课时调

整）

8.1线性空间及子空间

8.2基与向量的坐标

8.3 线性变换

8.4 线性变换的矩阵表示

  习题1.2  2（2）（4）；3（1）（3）；6（1）（3）

（5）；7；9（2）（3）

习题1.3  2； 3； 5 

 习题2.1 2 (1); 4; 6

 习题2.2  2（1）（2）；3（1）（3）

 习题2.3  3；4（2）（4）；5（1）（3）（5）

 习题2.4  1（2）

 习题2.5 1;  2;  3;  5（2）（4）；  6 

 习题3.3   2（1）；3（2）；4

习题3.4 3（1）；4（2）；6

习题4.3 3（2）；5；9；10

习题4.4 2；3

习题5.1 1

习题5.2 4（1）；5

习题6.1 4（1）；5

习题6.2  2, 9，13

习题6.3 3, 5，7（1）

习题8.1  1（2）；2（1）；5

1.4 分块矩阵

1.5矩阵的初等变换与初等矩阵

1.6用初等变换求逆矩阵

1.7矩阵的应用及其计算软件举例

习题1.4  1（1）（3）（5）；3； 4 

习题1.5  2（3）； 4 

习题1.6 1（2）（7）； 2（1）（2）（3）； 3 

习题7.3 4；5

7.4 二次型的正定性

7.5二次型应用及其及其计算软件举例

线性代数章节目录和作业布置

高等教育出版社

习题4.2 第3（1）；5；8；9

习题4.5 4；9
习题5.3  5（1）；6

习题7.2 1（2）；2；3（2）

习题7.4  1（3）；2（2）；4；6

习题8.2  3；4；5；8

习题8.3 2（1）（3）；3；4；5

习题8.4  1；3；5

作者 崔丽鸿



线性代数 A（56学时）教案

第（1）次课

教学章节 第一章第 1.1、1.2节
学

时
2学时

教材

和参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参

考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.（教

学参考）

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的： 了解矩阵的概念；掌握矩阵的运算，通过思政案例让学生理解矩阵更深层次

的含义，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力；并培养家国情怀、树立文化自信，初步培

养用矩阵及数学软件解决实际问题的能力；感受主动参与、合作交流的乐趣，获得积极的情

感体验；

2.教学重点：矩阵的概念和矩阵的线性运算；

3.教学难点：矩阵概念的深层次含义和矩阵的线性运算。

1.教学内容：矩阵；矩阵的线性运算；

2.时间安排：2学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+北化在线测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，

训练独立思考的素质）：

1.观看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解线性代数；

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


2.复习整理高中学过的有关线性代数的相关知识点；

3.在网上查阅矩阵的历史，探寻矩阵的起源，课上分享；

4.你所了解的矩阵是什么样子的？生活中你见过矩阵吗？

5.了解 MATLAB 软件，学习简单的 MATLAB 语句。

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入

教学过程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）：

1.在案例分析引入矩阵定义之后，雨课堂完成对矩阵的应用习题；

2.多种形式的课堂讨论：

①启发式提问引起课堂讨论：讨论特殊矩阵在不同应用中的作用，从而深入理解特殊矩阵的

含义。

②教师举例引起课堂讨论：举出矩阵应用案例，说明矩阵的作用，深层次含义，由此引发学

生结合所学矩阵知识延伸学习，改善学生的学习方法。

③提问预习结果：矩阵的线性运算是什么？他们满足什么运算性质？并加以点评。老师起引

导作用，主要锻炼同学利用所学知识分析问题解决问题的能力。

3.翻转课堂：

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生分享矩阵的起源。

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生

进一步深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价：

3.在北化在线平台完成课后测试；

4.在微信群、企业微信群、mooc 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第一节 矩阵

一、 案例导引：

由 2个实际问题导入矩阵的概念，让学生意识到矩阵与我们的实际生活及工

作息息相关，并培养家国情怀。

引例 1：某宿舍甲、乙、丙、丁四位同学把星期一早、中、晚三餐的餐费花销记

前测：

你还能想

到什么实



录在一张表中

表 1.1 星期一餐费花销表

餐

人
早 中 晚

甲 2 6 8

乙 2 7 7

丙 2 8 6

丁 3 8 9

那么表 1.1 可以简写为 4行 3列的数表 A1： 1

2 6 8
2 7 7

=
2 8 6
3 8 9

 
 
 
 
 
 

A

引例 2：下面是武汉抗击新冠肺炎疫情的重大事件时刻表，可以转换成如下数表

表 1.2 武汉抗击新冠疫情重大事件时刻表

二、 浸入式学习与价值引领

1. 矩阵的定义

2019 12 1

2020 1 1

2020 1 23

2020 1 24

2020 2 2

2020 3 10

2020 4 8

2020 9 8

际问题可

以用数表

表达吗？

培养学生

思考解决

问题的方

法及抽象

思维。

思政元素

这张震撼

人心的时

间表，让我

们感受到

家国情怀

的磅礴伟

力。



称m行、 n列的数表

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa
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为 nm 矩阵，或简称为矩阵；表示为





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A
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或简记为 nmijaA  )( ,或 )( ijaA  或 nmA  ；其中 ija 表示 A中第 i行，第 j列的元素。

矩阵的直观定义是数表，矩阵还有更深层次含义，矩阵是数据结构。

看下某宿舍同学设计的防疫身份标识码。

请同学们扫描屏幕上的二维码，看看，在手机上得到了什么？

如何将这幅图转换成数表，数表中的数会是什么？

图像处理过程 1.ps 做像素图像（原始图像）

2.用黑白转换算法处理为黑白的图像

3.建立一个二维 list，遍历图像中每一个像素，如果该像素为黑色则记为 0，白色则记为 1

1．二进制描述住宿信息

将表中信息转换成 10 进制数据

应用举例：某三款手机在某四个商家的网上单位售价 (单位千元)矩阵，常

概念讲解

能力培养

通过例子，

培养学生学

习兴趣，解

决实际问题

能力，为专

业应用打下

基础。

能力培养

矩阵的实

际应用，初

步培养学

生用矩阵

解决实际

问题的能



称成为价格矩阵；北京在上午和下午两个时段到其他 6个城市的高铁信息矩阵，

常称为通路矩阵；对于学生成绩登记表、公司员工业绩表、企业产值统计表、工

厂产量统计表等都可以用矩阵表达，常称这样的矩阵为统计矩阵。

【例 1.1】：矩阵起源于中国的《九章算术 》，如下是《九章算术》中的矩阵，

用筹算表示数，采用纵式摆法，图（1）中的矩阵为

3 2 19
1 4 23

A  
  
 

图（2）中的矩阵请同学们自己完成，雨课堂提交。

2. 特殊矩阵

（1）n阶方阵： nn 矩阵

（2）行矩阵 ： n1 矩阵（以后又可叫做行向量），记为

),,,( ,21 naaaA 

（3）列矩阵 ： 1m 矩阵（以后又可叫做列向量），记为





















mb

b
b

B

2

1

（4）零矩阵 ：由零组成的矩阵称为零矩阵．零矩阵有很多,例如

 1 1 0 O ，  1 2 0 0 O ， 2 1

0
0

 
  
 

O ， 3 4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 
   
 
 

O

课堂互动：零矩阵唯一吗？为什么？想想零矩阵和数字零的地位会一样

吗？

（5）对角阵 ：若n阶方阵 A的非对角元 0ija  （ i j ），则称 A为（n阶）

对角矩阵，记为

力和逻辑

推理能力。

翻转课堂

矩阵的起

源

思政元素

雨课堂实

现课堂互

动教学环

节，树立文

化自信。

能力培养

培养学生

思辨能力

和逻辑思

维能力。



 

11

22
11 22

0 0
0 0

diag , , ,

0 0

nn

nn

a
a

a a a

a

 
 
 
 
 
 





   



A =

（6）数量矩阵：若 n阶对角矩阵 A =  11 22diag , , , nna a a 中对角线上元

素相等，即 iia k （ 1, 2, ,i n  ），则称 A为数量矩阵．

（7）单位阵 ：对角线元素为 1，其余元素为 0的方阵，记为





















1

1
1


E

（8）三角矩阵：若n阶方阵 ( )ij n na A 中 ija =0 （ i j ），则称 A为上三角

矩阵．

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a
a a

a

 
 
 
 
 
 




   


若n阶方阵 ( )ij n na A 中 ija =0 （ i j ），则称 A为下三角矩阵．

11

21 22

1 2

0 0
0

n n nn

a
a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


（9）行阶梯形矩阵

具有下列特征的矩阵称为行阶梯形矩阵．

①零行（即元素全为零的行）位于非零行的下方；

②各非零行的首非零元（即左起第一个不为零的元素）都在其上一行非零首

元右边的列中．

下列矩阵

3 01 2 2
0 3 52 4
0 0 0 32
0 0 0 0 0

 
 

 
 
 
 

，

0 0 31
0 0 1 2
0 0 0 0

 
 

 
 
 

，

3 01 2
0 2 1 2
0 0 3 4

 
 

 
 
 

知识讲解

矩阵中的

“ 0 ” 和

“1”，体

会他们在

矩阵中的

地位及应

用。

能力培养

由简入繁，

由具体到

抽象，帮助

学生理解

抽象概念。



都是行阶梯形矩阵．

（10）简化行阶梯形矩阵

具有下列特征的矩阵称为简化行阶梯形矩阵．

①是行阶梯形矩阵；

②各非零行的首非零元都是 1；

③每个首非零元所在列的其余元均为 0．

下列矩阵

0 3 01 2
0 0 31 2
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

 
 

 
 
 
 ，

0 1 0 7
0 0 1 6
0 0 0 0

 
 
 
 
 ，

0 01 1
0 01 2
0 0 31

 
 

 
 
 

都是简化行阶梯形矩阵．

3. 线性变换的系数矩阵

线性变换的定义：设变量 myyy ,...,, 21 能用变量 nxxx ,...,, 21 线性表示，即
















nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay







2211

22221212

12121111

这里 ija  njmi ,,2,1;,,2,1   为常数。这种从变量 nxxx ,...,, 21 到变量

myyy ,...,, 21 的变换称为线性变换。

线性变换由m个n元函数组成，每个函数都是变量的一次幂，故而称之为线

性变换。

上式的系数可构成一个 nm 矩阵

   ijnmij

mnmm

n

n

aa

aaa

aaa
aaa

A 
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称之为线性变换的系数矩阵。

线性变换和系数矩阵是一一对应的。

能力培养

介绍矩阵

的深层次

含义，帮助

学生理解

矩阵的定

义，培养抽

象思维能

力。

概念理解

化抽象为

具体，帮助

学生理解

矩阵是变

换。



如,直角坐标系的旋转变换（变量 ),( yx 到变量 ),( yx  的变换）








yxy
yxx



cossin'
sincos'

的系数矩阵为 













cossin
sincos

A .图形及图形的变换都可以用矩阵来描述。

恒等变换
















mm xy

xy
xy


22

11

的系数矩阵为

例.





















1

1
1


E

同样，齐次线性方程组
















0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







与系数矩阵
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，也是一一对应的.

能力培养

化抽象为

具体，培养

学生抽象

思维能力。

知识点内

在联系探

讨:

矩阵与方

程组一一

对应，第三

章将用矩

阵来求方

程组的解。



非齐次线性方程组
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121
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与增广矩阵





















mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

A
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也是一一对应的。

思考：矩阵与方程组一一对应，那么方程组求解和矩阵会有什么关系呢？

第二节 矩阵的运算

一、案例导引：

结合实际应用，考虑矩阵的某种运算是很自然的．首先给出矩阵相等的概念．

行数和列数分别相等的矩阵称为同型矩阵．

如果两个同型矩阵 ( )ij m na A 与 ( )ij m nb B 对应位置的元素相等 =ij ija b

（ 1, 2, ,i m  ； 1, 2, ,j n  ），则称 A与B 相等，记为 A B．

如果引例 1中所说宿舍同学星期一与星期二餐费花销分别为

1

2 6 8
2 7 7

=
2 8 6
3 8 9

 
 
 
 
 
 

A

，

2

2 7 7
3 8 7

=
2 9 9
3 6 8

 
 
 
 
 
 

A

，

那么星期一与星期二总共餐费花销还是一个矩阵，其中的元素就是 1A 与

2A 这两个矩阵对应位置的元素相加，即

1 2 A A

4 13 15
5 15 14
4 17 15
6 14 17

 
 
 
 
 
 

．

二、浸入式学习与价值引领

前测：

(1 , 2)A

和

(1 , 2)TB

相等吗？

能力培养

帮助学生

理解矩阵，

学会用数

学工具解

决实际问

题。

能力培养

让学生独

立 完 成

A1+A2 的计



1. 矩阵的加法：

设 nmijaA  )( ， nmijbB  )( ,都是 nm 矩阵,则加法定义为


























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

BA







2211

2222222121

1112121111

显然,

① ABBA  ，② )()( ABACBA 

【注】只有同型矩阵才能相加，同型矩阵的和与原来矩阵同型．对矩阵  ij mn
aA

如果我们定义它的负矩阵为  ij mn
a  A ，显然有 ( )  A A O ．

因此，可以定义 A与B 的差，即矩阵的减法:

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

( )

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

   
        
 
 

   




   


A B A B

2. 数乘

在引例 1中，如果每位同学都在星期一改善伙食，同时都把三餐费用提高了

1.2 倍，那么提高后的餐费花销表仍然可以用矩阵表示，这个矩阵就是 1A 中每个

元素都乘以 1.2，即

1

1.2 2 1.2 6 1.2 8 2.4 7.2 9.6
1.2 2 1.2 7 1.2 7 2.4 8.4 8.4

1.2
1.2 2 1.2 8 1.2 6 2.4 9.6 7.2
1.2 3 1.2 8 1.2 9 3.6 9.6 10.8

     
         
     
   

     

A ，

数与矩阵相乘的概念：

设是数, nmijaA  )( 是 nm 矩阵,则数乘定义为
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n

n

aaa

aaa
aaa

A
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显然

1    AA   ， ②   AAA   ， ③   BABA  

算，培养学

生逻辑思

维能力。

能力培养

由负矩阵

和矩阵加

法定义矩

阵减法，培

养逻辑思

维能力和

思辨能力。

能力培养

案例引入，

培养学生

分析问题

能力和解

决实际问

题能力。

从具体到

抽象，帮助



矩阵的加法与数乘统称为矩阵的线性运算．设 A、B 与C 都是同型矩阵，k、

l是数，容易证明，线性运算满足下面八条运算规律：

(1)   +A B B A；(2) ( ) ( )+ + = + +A B C A B C ；(3) + =A O A；

(4) + ( ) =A A O ；(5) 1 A A；(6) ( ) ( )k l klA A；

(7) ( )k k k = +A B A B；(8) ( )k l k l  A A A．

3. 乘法

在引例 1中，如果甲、乙、丙、丁四位同学在 2013 年 6 月的第二周都开始

提高餐费，与第一周相比，星期一提高的餐费是：早餐都提高了 1a 倍，午餐都提

高了 1b 倍，晚餐都提高了 1c 倍，星期二提高的餐费是：早餐都提高了 2a 倍，午餐

都提高了 2b 倍，晚餐都提高了倍 2c .则我们容易得到：

甲同学周一的餐费为 1 1 12 6 8a b c  ，周二的餐费为 2 2 22 6 8a b c  ，其他三位

同学的餐费也可以类似得到，于是这四位同学提高餐费之后的花销记录可以用矩

阵表示为

1

1 2

2

1 2

2 6 8
2 7 7
2 8 6
3 8 9

b b
c c

a a 
  
  
       

  =

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

2 6 8 2 6 8
2 7 7 2 7 7
2 8 6 2 8 6
3 8 9 3 8 9

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

    
     
    
 

    

其中的 2 2 23 8 9a b c  表示丁同学在周二的餐费花销.

注：两个矩阵相乘要求前一个矩阵的列数等于后一个矩阵的行数；乘积矩阵

的行数为前一个矩阵的行数,列数为后一个矩阵的列数；乘积矩阵的第 i行，第 j列

元素为前一个矩阵的第 i行元素与后一个矩阵的第 j行元素对应相乘再相加。

【例 1.2】设矩阵
2 1 1
9 8 5
 

  
 

A ，

1 2 0
1 1 9
1 1 0

 
   
 
 

B ． 求 AB ．

【解】按定义

1 2 0
2 1 1

1 1 9
9 8 5

1 1 0

 
          

 

AB
4 6 9
22 31 72
 

  
 

．

但是，BA无定义．

学生理解

概念

概念梳理：

因为加法

与数乘运

算满足这

8条性质，

所以称为

矩阵的线

性运算。

难点精讲：

矩阵乘法

是本节难

点，案例引

入，计算过

程动画演

示，让学生

掌握乘法

运算规则。

培养学生

的计算能

力。

能力培养

学生计算

BA，让学生

说明无定义

理由（引导

学生的逻辑

思维能力）



【例 1.3】设

1

2

n

a
a

a

 
 
 
 
 
 


A ，  1 2 nb b b B ，求 AB 与BA．

【解】  

1

2
1 2 n

n

a
a

b b b

a

 
 
 
 
 
 




AB =

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

 
 
 
 
 
 




   


．

BA  

1

2
1 2 n

n

a
a

b b b

a

 
 
 
 
 
 




= 1 1 2 2 n nb a b a b a   ．

这里，BA严格地说是一个 1阶方阵  1 1 2 2 n nb a b a b a   ． 但是，我们经

常把 1阶方阵与其中的数等同对待．

【例 1.4】设矩阵
1 1
1 1

 
   

A ，
1 1
1 1

 
   

B ，求 AB 与BA．

【解】
1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 2

      
           

AB ，
1 1 1 1 0 0

.
1 1 1 1 0 0

     
          

BA

从以上几个例题看出：

（1） AB  BA，（不满足交换律）

（2） OA  ， OB  ，但却有 OBA  。

下列性质显然成立：

（1）结合律 ( ) ( )A BC AB C ，

特别地，对于数 k有 ( ) ( ) ( )k k k A B AB A B ；

（2）分配律 ( )  A B D A AD ， ( )  A F B AB FB．

（3）矩阵乘法没有交换律，一般地， AB BA ． 若 AB BA，则称 A与

B 是可交换的;

（4）矩阵乘法没有消去律，一般地，由 A O 和 AB AC 推不出 B C ．

【课堂小测】若 A为 nm 矩阵,E是m阶单位阵,则 AEA  ;若 E是n阶单位

阵,则 AAE  ；

【例 1.5】线性变换的矩阵表示：

能力培养

提问启发

学生总结

乘法运算

律，（引导

学生的自主

学习能力）

学情检测

通过【课堂



设
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xaxaxay

xaxaxay
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,





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A
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,





















nx

x
x

x

2

1

,





















my

y
y

y

2

1

,

则 Axy 

【例 1.6】线性方程组的矩阵表示：

《九章算术∙方程》 今有：

上禾三秉, 中禾一秉, 下禾二秉, 实四十斗；

上禾二秉, 中禾一秉, 下禾三秉, 实三十一斗；

上禾一秉, 中禾三秉, 下禾二秉, 实二十四斗；

问 上、中、下 禾 实一秉各几何?

【解】 设上禾实一秉 x 斗，

中禾实一秉 y 斗，

下禾实一秉 z斗,

则有三元一次线性方程组

一般情况：
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa
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,
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n

n

aaa

aaa
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,





















nx

x
x

x

2

1

,





















mb

b
b

b

2

1

则 bAx 

小测】了解

学生对乘法

运算的掌握

情况

思政元素

雨课堂实

现课堂互

动教学环

节，树立文

化自信。

3 2 4 0
2 3 3 1

3 2 2 4

x y z
x y z

x y z

  
   
   

3 1 2 4 0
2 1 3 3 1
1 3 2 2 4

 
 
 
 
 

°A 



4. 方阵的幂与多项式

方阵的幂 设 A为n阶方阵， k为非负整数．定义 A的幂

0
nA E ， 1 A A， 1k k A A A ( 1, 2, )k   ．

对于非负整数 ,k l有

（1） k l k lA A A ；

（2） ( )k l klA A ．

一般地， ( )k k kAB A B ．

定义（方阵的多项式）设有一个 x的 k次多项式

  1
1 1 0

k k
k kf x a x a x a x a

    ， 0ka  ．

设 A为n阶方阵，则称

  1
1 1 0

k k
k k nf a a a a

   A A A A E

为 A的 k次多项式 ．

【例 1.7】设 A为n阶方阵，   3 22 2f x x x x    ，则

  3 22 2 nf    A A A A E
．

特别地，设 3n  ，且

0
0 0
0 0 0

a b
a

 
   
 
 

B ，则

2

2 3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0

a   
       

     

B B ．

因此

  3 2
32 2f    B B B B E

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 
 

+2

20 0
0 0 0
0 0 0

a 
 
 
 
 

+

0
0 0
0 0 0

a b
a

 
 
 
 
 

+2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 
 

=

22 2
0 2
0 0 2

a b a
a

 
 
 
 
 

．

若    ,f x g x 是 x的两个多项式，则有        f g g fA A A A ．

设 A为n阶方阵，容易验证二项式展开公式

  1 1 1 1 1

0
C C C C

k
k k k k k k k j j k j

n k k k n k
j

       



      A E A A A E A
,

课堂互动

为 什 么

( )k k kAB A B

？矩阵乘

法不具有

交换律（学

以致用）

能力培养

提问为什

么？



其中是数，C j
k 是从 k个元素中取 j个元的组合数．

【例 1.8】求 3阶方阵

1
0 1
0 0 1

a b
a

 
   
 
 

A 的n次幂 nA ．

【解】显然， 3 A E B ，其中 B 同例 1．7 中的矩阵 B ．根据例 1．7 中

的计算和二项展开公式有

 3
nn  A B E 2 2 1 1

3C Cn n  B B E

=

2

2 1

0 0 0 1 0 0
C 0 0 0 C 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
n n

a a b
a

     
           

         

2( 1)1
2

0 1
0 0 1

n nna nb a

na

  
 

  
 
 
 

．

5. 转置

设





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

，记





















nnn

n

n

T

aana

aaa
aaa

A







21

22212

12111

则称 TA 是 A的转置矩阵。

对称矩阵的定义:若矩阵 A满足 AAT  （即 jiij aa  ）,则称 A是对称阵

显然，

1   AA TT  ，②   TTT BABA  ，③   TT AA   ，④   TTT ABAB  。

下面只证明④

设  ij m n
a


A ，  ij n s

b


B ，则有  T
ji s n
b


B  T

ji n m
a


A ． 记  ij m s

c


AB ，则

 T T
ij s m
d


B A 与    T

ji s m
c


AB 同型．

又因为  TAB 的 i行 j列元 jic 就是 AB的 j行 i列元，所以

1

n

ji jk ki
k

c a b



．

而 T TB A 的 i行 j列元为

培养学生

分析问题

能力及逻

辑思维能

力。

能力培养

培养学生

分析问题

能力和思

辨能力



ijd
1 1

n n

ki jk jk ki
k k
b a a b

 

   ，

因此，  1,2, , , 1,2, ,ji ijc d i s j m    ，故  T T TAB B A ．▌

【例 1.9】设
2 1 1
9 8 5
 

  
 

A ，

1 2 0
1 1 9
1 1 0

 
   
 
 

B ，求
T TB A ．

【解】方法一：由例 1．2可知， AB
4 6 9
22 31 72
 

  
 

，

于是  
4 22
6 31
9 72

TT T

 
    
 
 

B A AB .

方法二：

1 1 1 2 9 4 22
2 1 1 1 8 6 31
0 9 0 1 5 9 72

T T

    
         
    
    

B A .

【例 1.10】证明：  T T T TABC C B A ．

【证】由矩阵转置的运算规律可得

       ( )T T TT T T T  ABC AB C C AB C B A = T T TC B A ．

用数学归纳法可以证明下面的等式

 1 2 2 1
T T T T

k k A A A A A A
．

定义 若
T A A，则称 A为对称矩阵；若

T  A A，则称 A为反对称矩阵．

【注】由定义可以得到以下结论:

（1）对称矩阵和反对称矩阵都是方阵；

（2）对称矩阵  ij n
aA 的元素满足 ij jia a 1, 2, ,i j n ， ；

（3）反对称矩阵  ij n
aA 的元素满足 ij jia a  i j ， 0iia  , 1, 2, ,i j n ， ．

（4）若 ,A B 均为对称矩阵（或者反对称矩阵），则 A B ，kA也是对称矩阵（或

者反对称矩阵）；

（5）设 ,A B 均为对称矩阵，则 AB 为对称矩阵当且仅当 AB BA；

（6）对任意矩阵  ij m n
a


A ， TAA 与 TA A 都是对称矩阵．

【证】只证明（5）．

能力培养

培养思维

能力，计算

能力

能力培养

通过证明

培养学生

的逻辑思

维能力，加



若 AB为对称矩阵，即  T AB AB ，所以  T T T  AB AB B A BA；

反之，若 AB BA，则  T T T  AB B A BA AB，即 AB为对称矩阵．▌

【例 1.11】设n阶方阵 A为反对称矩阵，B 为对称矩阵． 证明 AB BA为对称

矩阵．

【证】由转置运算的规律有

 TAB BA =  TAB  T BA = T TB A T TA B =      B A A B = AB BA．

三、回顾和小结

1. 矩阵的概念;

2. 矩阵的线性运算;

3.矩阵的乘法

四、复习思考与作业

思考题：

1.矩阵的直观定义是数表，根据矩阵的应用实例，你能找出矩阵有什么深层的

含义吗? 在 MATLAB 中输入一个矩阵，编程实现将各行元素求和。

2. 设 A与 B为n阶方阵，问等式

  BABABA  22

成立的充要条件是什么?

作业题：

习题 1.2：2（2)(4）、3（2)(4）、6(1)(3)(5)、7、9(1)(2)

深对知识

点的理解

编 程 可

讨论或分

组完成，让

学生感受

主动参与、

合作交流

的乐趣，获

得积极的

情感体验；

第（2）次课

教学章节 第一章第 1.3节 学时 2学时



教材

和参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参

考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.（教

学参考）

1. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1. 教学目的：理解逆矩阵的概念；掌握逆矩阵的性质和计算方法；通过思政案例培养学生逻

辑推理能力及抽象思维能力；并培养家国情怀,初步培养用矩阵及数学软件解决实际问题的

能力；感受主动参与、合作交流的乐趣，获得积极的情感体验；

2. 教学重点：逆矩阵概念和计算；

3.教学难点：逆矩阵概念和计算。

1. 教学内容：逆矩阵；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，

训练独立思考的素质）：

1. 复习矩阵的线性运算和矩阵的乘法；

2.整理一个数的倒数（逆）的概念，观察倒数和 1之间的关系。

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入

教学过程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）：

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


多种形式的课堂讨论：

①启发式提问引起课堂讨论：讨论逆矩阵在应用中的作用，从而深入理解逆矩阵的意义。

②提问预习结果：什么是倒数？一个数的导师是多少？1和倒数有什么关系？并加以点评。老

师起引导作用，主要锻炼同学利用所学知识分析问题解决问题的能力。

7.翻转课堂：

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生分享单位阵和数字“1”，矩阵的逆和倒数间的联系

与区别。

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生

进一步深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论“0”和“1”，并及时评价：

3.在北化在线平台完成课后测试；

4.在微信群、企业微信群、mooc 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思



第三节 逆矩阵

一、 案例导引

通过电影“永不消逝的电波”，讲解信息加密的方法之一希尔密码。

方法：将编码信息按列放置在矩阵 B 中，


















3210
878

10215
B

设密钥矩阵：


















232
352
121

A


































3210
878

10215

232
352
121

ABC

















506754
698380
293731

由此得到密文（用于传输的信息编码）：（31，37，29，80，83，69，54，67，50）

如何定义密钥矩阵？

接收方如何还原信息？

二、浸入式学习与价值引领

1. 逆阵的定义

设 A为 n阶方阵．若存在 n阶方阵B 使得  AB BA E ，则称 A为可逆矩阵，

简称 A可逆，并称B 为 A的逆矩阵，记为 1 A B ．

2. 逆矩阵的性质

定理 1.1 若方阵 A可逆，则它的逆矩阵是唯一的．

【证】设 1B 与 2B 都是 A的逆矩阵，则有

1AB = 1B A= E ， 2AB = 2B A = E ．

因此， 2B = 2B E = 2B 1( )AB = 2 1( )B A B = 1B E = 1B ．▌

【例 1.12】证明：二阶矩阵
1 1
0 0
 
 
 

A = 不可逆．

思政元素

讴 歌 英
雄，进行
价 值 引
领，培养
家 国 情
怀，只要
有信仰，
就可以做
不平凡的
事。

能力培养

培养学生
逻辑思维
能力。

能力培养
倒数的性
质，逆矩
阵 的 性
质，有什
么相似之
处：培养
学生思辨
能力和逻
辑思维能



【解】设
x y
z w

 
  
 

B 为任意的二阶矩阵，由于

1 1 1 0
0 0 0 0 0 1

x y x+ z y+w
E

z w
      

        
      

AB = ，即任何一个二阶矩阵与 A

的乘积都不可能等于单位矩阵，故矩阵 A不可逆．

【例 1.13】证明如下结论．

（1）若B 为 A的逆矩阵，则 A为B 的逆矩阵．

（2）单位矩阵 E 可逆，且
1 E E ．

（3）当 1 2 0nd d d  时，对角矩阵  1 2diag , , , nd d d D 可逆，且

 1 1 1
1diag , , nd d   D

．

（4）当 0ad bc  时，二阶矩阵
a b
c d

 
 
 

A = 可逆，且
1 d b

c aad bc
  

   
A = ．

【证明】（1）若B 为 A的逆矩阵，则有 1B = A ，

两边同时右乘以 A得
1 BA = A A E ，两边同时左乘以 A得，

1 AB = AA E ，于

是

 BA AB E ，故B 为 A的逆矩阵．

（2）因为  EE EE E ，故单位矩阵 E 可逆，且
1 E E ．

（3）当 1 2 0nd d d  时， 1 1
1 , , nd d  存在. 因为

     1 1 1 1 1
1 1 1 1diag , , diag , , diag , ,n n n nd d d d d d d d       DD = E

,

     1 1 1 1 1
1 1 1 1diag , , diag , , diag , ,n n n nd d d d d d d d       D D = E

,

故 D可逆，且  1 1 1
1diag , , nd d   D ．

(4)设
1 d b

c aad bc
 

   
B = ,则因为

0 1 01
0 0 1

ad bc
cb daad bc

   
          

AB BA
，

力。

能力培养

思

考，什么

样的二阶

方阵才可

逆？方阵

 0A ，并

不意味着

它的逆矩

阵 存

在．对比

一个数只

要不等于

零，则它

必有逆或

倒数，因

此矩阵可

逆的条件

远不如数

可逆的条

件那么明

显．
培养学生
逻辑思维
能力。

能力培养
由低阶方
阵的逆，
猜想高阶



故二阶矩阵
a b
c d

 
 
 

A = 可逆，且
1 d b

c aad bc
  

   
A = ．

利用逆矩阵的定义还可以得到如下可逆矩阵的性质．

定理 1．2设 n阶方阵 A、B 可逆，数 0k  ，则

（1）
1A 可逆，且   11 

A A ；

（2） kA 可逆，且   1 1 1k k  A A ；

（3） AB可逆，且   1 11  AB B A ；

（4）
TA 可逆，且    11 TT 

A A ．

【证】只证明（3）和（4）．

（3）因为   11 1 1 1 1)(      AB B A A BB A AEA AA E ，

同理，

   11 1 1 11      B A AB B A A B BEB BB E,

所以 AB可逆，且   1 11  AB B A ．▌

（4）根据矩阵转置的性质有

     1 1= = =
T T TT  A A A A E E 且      1 1= = =

TTT T A A AA E E ．

由逆矩阵的定义可知，
TA 可逆，且    11 TT 

A A ．▌

推论 1．1若 1 2, , , sAA A 都可逆，则它们的乘积也可逆，并且

  1 1 1
1 2 2 1

1
s s

    A A A AA A
．

另外，当 n阶方阵 A可逆时，如果定义
0A E= ， ( )1 kk- -=A A ，其中 k为正整数，

则

对整数 s、 t，可以定义
sA ，而且

 =s tt sA A A
，

   ss t tA A
．

【例 1.14】设n阶矩阵 A满足
2 4   0A A E ．证明 A E 可逆，并求   1A E ．

【解】由
2 4   0A A E 可得

2 2   2A A E E ，于是

方阵逆的
计算，培
养逻辑思
维能力。

能力培养
通过逆矩
阵 的 性
质，加强
对逆矩阵
的理解。

典型习题
讲解



   1 2
2
      

A E A E E
，

   1 2
2
      

A E A E E
，

故 A E 可逆，且

   1 1 2
2

  A E A E

三、 回顾和小结

1． 1．逆矩阵的概念

2． 2．逆矩阵的性质和计算方法

四、 复习思考与作业

思考题：

一个方阵，如果有一行为零，或一列为零，这个矩阵可逆吗？为什么？

作业题：

习题 1.3：2、4、5

培养逻辑
思维能力
和计算能
力

第（3）次课

教学章节 第一章第 1.4节 学时 2学时

教材

和参考书

7. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

8. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

9. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

10. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

11. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


参考）

12. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.

（教学参考）

2. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

3. 教学目的：掌握矩阵分块的意义，矩阵分块法的运算性质和方法；

4. 教学重点：矩阵分块；

3.教学难点：矩阵分块的方法。

5. 教学内容：分块矩阵；

6. 时间安排：2学时；

7. 教学方法：讲授与讨论相结合；

8. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+北化在线测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.学习北化在线平台 1.4 节视频，整理问题，课上进行学习；

2.思考，在数的运算中，当遇到大数运算时，我们采用过什么方法来简化运算呢？

课中检测，并探讨重点、难点知识点：

多种形式的课堂讨论：

①启发式提问引起课堂讨论：讨论分块矩阵的应用意义。

②教师举例引起课堂讨论：简介分块矩阵的三角分解，讨论三角分解的应用优势。

③提问预习结果：如何简化大规模矩阵运算？矩阵分解，化大为小。

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、mooc 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第四节 分块矩阵

一、 案例导引

在实际问题中经常碰到行数和列数都很大的矩阵． 当人们碰到一张很大的表

格时，自然是分部分来看．



1 9 2 1 1 9 2 3
1 9 2 2 1 9 2 7
1 9 2 3 1 9 2 5
1 9 2 5 1 9 2 6
1 9 2 7 1 9 2 7

A

 
 
 
 
 
 
 
 

二、 浸入式学习与价值引领

1. 分块矩阵的定义

用若干条横线或者竖线将矩阵 A划分成若干个小矩阵，每个小矩阵称为 A的

子块或子阵，以这些子阵为元素构成的矩阵称为 A的一个分块矩阵．

【例 1.15】（1）设矩阵 =A
2 9
1 8
1 5

1 0 1
1 1 0
0 1 2

 
  
 
 

，若按以下形式分块

=A
1 0 1 2 9
1 1 0 1 8
0 1 2 1 5

 
  
 
 

, 则 11 12

21 22

=
 
 
 

A A
A

A A
，其中

   11 121 0 1 , 2 9 A A , 21 22

1 1 0 1 8
, .

0 1 2 1 5
   

    
   

A A

若按以下形式分块

=A
1 0 1 2 9
1 1 0 1 8
0 1 2 1 5

 
  
 
 

，则
11 12 13

21 22 23

31 32 33

=
 
 
 
 
 

B B B
A B B B

B B B
，其中

11 (1)B ，
 12 0 1B

，
 13 2 9B

,

 21 1B
，

 22 1 0 B
，

 23 1 8B
,

 31 0B
，

 32 1 2B
，

 33 1 5B
．

（2）线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

.

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







的增广矩阵

能力培养
动画播放
矩 阵 分
块，化抽
象 为 具
体，培养
抽象思维
能力

能力培养

课 堂 互

动，让学

生完成对





11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

 
 
 
 
 
 




    


n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A

a a a b

就是由子块

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


A 与

1

2

m

b
b

b

 
 
 
 
 
 


b 组成

的分块矩阵   A A b ．

（3）把一个m n 矩阵 A的每一个元素看成为 1阶子块，这个矩阵也可看作由m n

个子块组成的分块矩阵．

（4）把一个m n 矩阵 A的每一行作为一个子块，第 i行形成的矩阵记为 iα ，则有

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
  
 




   


1

2

m

 
 
 
 
 
 



α
α

α

，  1 2i i i ina a a α ( 1, 2, , )i m  ．

（5）把一个m n 矩阵 A的每一列作为一个子块，第 j列形成的矩阵记为 jβ ，则

有

11 12 1

21 22 2

1 2

=

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


A  1 2 n β β β ,

1

2 ( 1, 2, , )

j

j
j

mj

a
a

j n

a

 
 
   
 




 




β ．

2. 分块矩阵的运算

参与运算的矩阵按块能运算，并且参与运算的子块也能运算，即，“块内”

和“块外”都能运算．

（1）加法 设矩阵 A与B 的行数相同且列数相同，分块方法相同． 若

11 1

1

=
t

s st

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
，

11 1

1

t

s st

 
   
 
 


  



B B
B

B B

其中 uvA 与 uvB 的行数相同且列数相同, 则

11 11 1 1

1 1

=
t t

s s st st

  
   
   


  



A A
A B

B BA A

B B

增广矩阵

的分块，

培养学生

逻辑思维

能力。

能力培养

化 大 为

小，逐个

击破，培

养学生逻

辑思维能

力，解决

问题能力

和计算能

力。



（2） 数乘设 k为数,
11 1

1

=
t

s st

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
，则

11 1

1

=
t

s st

k k
k

k k

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
．

显然，分块矩阵的加法与数乘运算也满足§1.1.2 中的八条运算规律．

（3) 转置 设
11 1

1

=
t

s st

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
，则

11 1

1

=

T T
s

T

T T
t st

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
．

【注】分块矩阵的转置，不仅需将相应的行顺次改成列，还需要将每个子块取转

置．

(4) 乘法 设 A为m l 矩阵,B 为 l n 矩阵, 分块成

11 1

1

=
u

s su

 
 
 
 
 


  



A A
A

A A
，

11 1

1

t

u ut

 
   
 
 


  



B B
B

B B

其中 1, ,i iuA A 的列数分别等于 1 , ,j ujB B 的行数, 则

11 1

1

=
t

s st

 
 
 
 
 


  



C C
AB

C C

其中
1

u

pq pk kq
k

C A B ( 1, , , 1, , )p s q t   ．

【例 1.16】设

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1

 
 
 
 
 
 

A

，

2 2
0 0
1 1
4 5

 
 
 
 
 
 

B

．

利用分块矩阵计算 AB ．

【解】观察 A,B的特点，分别将其分块为

2 2

21 2

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1

 
         
 
 


E O
A

A
E

，

11

12

2 2
0 0
1 1
4 5

 
           
 


B
BB

，

从而有

能力培养

培养计算

能力，巧

用分块，

提高计算

能力。



2 1

122

1

21

 
  
 

 
 
 

E
B

E B
O B

A
A

11 11 11

11 12 11 21 1

2

2 2 21

   
        

E B B B
A B A B

O
E B B

．

111 22 1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 3 3
1 1 0 0 4 5 2 2 4 5 6 7
          

               
          

A B B
．

因此，

2 2
0 0

.
3 3
6 7

 
 
 
 
 
 

AB

3. 分块对角矩阵及其性质

设 A为 n阶方阵, 若 A 的分块矩阵的对角线以外的子块都为零矩阵, 且对角

线上的子块都是方阵, 即

1

2

s

 
 
 
 
 
 




   


A O O
O A O

A

O O A

,简记为

1

2 ,

s

 
 
 
 
 
 



A
A

A

A

或 ( )1 2diag , , , sA A AK ．

其中 ( 1, , )j j s A 都是方阵, 则称 A为分块对角矩阵简称分块对角阵．

强调：分块对角阵与对角阵的联系与区别。

1.性质：

设有两个分块对角阵

1 1

2 2,

s s

   
   
    
   
   
   

 

A B
A B

A B

A B
，

其中 jA 与 jB 为同阶方阵 ( 1, , )j s  ，则有

（1）

1 1

2 2

s s

 
 
 
 
 
 



A B
A B

AB

A B

，

1

2

k

k
k

k
s

 
 
   
  
 



A
A

A

A

，k为非负整数．

（2） 当 ( 1, , )j j s A 都可逆时， A可逆，且

能力培养

培养学生

逻辑思维

能力。

能力培养

培养学生

逻辑思维

能力和计

算能力。



1
1

1
1 2

1
s








 
 
   
  
 



A
A

A

A

，且

1

2

k

k
k

k
s

 
 
   
  
 



A
A

A

A

， k为任意整数．

【例 1．17】 设

1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

a
a

b
b

 
 
 
 
 
 

A ( 0)ab  ，按照分块矩阵求
1A ，对正整数n求

nA ．

【解】将 A分块为

11 2

2 22

1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

a
a

b
b

 
         
 
 


A O

A
A

O

，

其中 1

1
,

0
a

a
 

  
 

A 1

0
1
b

b
 

  
 

B ，则
2

1
1

1 1

10

a a

a



 
 

  
  
 

A ，

2

1
1

1

1 1

0
b

b b



 
 

  

 

 

B ．

因此,

1
11

1
1






 
 
 

A O
A

O B

2

2

1 1 0 0

10 0 0

10 0 0

1 10 0

a a

a

b

b b

 
 
 
 
 

  
 
 
  
 

．

又因为

1

1 1 0 0 1
0 0 1 0 0
a

a a
a

     
         
     

EA U
,

2 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
    

     
    

U
．

1 1 2 2 2
1 ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n

n na a C a C a       A E E E UEU U U

1n na na  E U

1

0

n n

n

a na
a

 
  
 ．

能力培养

培养学生

计 算 能

力。



类似的计算可得 11
0

.B n
n

n n

b
nb b

 
 
 



因此， 1

1

n
n

n

 
 
 


A O

A
O B

1

1

0 0
0 0 0
0 0 0
0 0

n n

n

n

n n

a na
a

b
nb b





 
 
 
 
  
 

．

扩展延伸：分块矩阵的 LU 分解

三角分解(LU 分解)

在线性代数中， LU 分解(LU Decomposition)是矩阵分解的一种，可以将一个矩阵

分解为一个单位下三角矩阵和一个上三角矩阵的乘积（有时是它们和一个置换矩

阵的乘积）。本质上，LU 分解是高斯消元的一种表达方式。首先，对矩阵 A通过

初等行变换将其变为一个上三角矩阵。然后，将原始矩阵 A 变为上三角矩阵的过

程，对应的变换矩阵为一个下三角矩阵。

分块矩阵的三角分解

对于非奇异 n阶方阵Α , 可分割成分块矩阵：

式中,Α12 和Α22 分别为 n1 阶和 n2 阶方阵, n1+ n2=n, Α11 又为非奇异阵,L1 和 U1 分别为下

三角阵和上三角阵。

三、回顾和小结

能力培养
拓 展 视
野，培养
应用能力
你



3． 矩阵分块法的运算性质和方法

4． 分块矩阵的 LU 分解

四、复习思考与作业

思考题：

矩阵为什么要分块？查阅文献，学习 LU 分解有什么应用？

作业题：

5． 习题 1.4：1（1）（2）、3、4

第（4）次课

教学章节 第一章第 1.5,1.6节 学时 2学时

教材

和参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习题

课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教学

参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008. （教

学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


1. 教学目的：理解矩阵初等变换的概念；掌握如何运用矩阵的初等行变换求阶梯型矩

阵；理解初等矩阵的定义，掌握如何用矩阵乘以初等矩阵来描述初等变换；培养学生逻

辑推理能力及抽象思维能力；通过思政案例矩阵与方程术，培养民族自信。

2. 教学重点：用初等变换化行阶梯型；用初等矩阵乘矩阵表示初等变换；

3.教学难点：用初等矩阵乘矩阵表示初等变换。

4.教学内容：矩阵的初等变换，初等矩阵；

5.时间安排：2学时；

6.教学方法：例证法、启发诱导法、讲授法与讨论相结合；

7.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+北化在线测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习高斯消元法求解线性方程组；

2.探寻消元法求解方程组过程中，求解的决定因素：

3.查阅文献，学习九章算术中的方程术，与高斯消元法做对比。

课中检测，并探讨重点、难点知识点

多种形式的课堂讨论：

①启发式提问引起课堂讨论：高斯消元法中，什么决定方程组的解。

②提问预习结果：方程术与消元法本质上有区别吗？

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第五节 矩阵的初等变换与初等矩阵

一、 案例导引：

1 2 7 11 2
3 6 8 7 5
1 2 1 6 3
4 9 2 8 5
8 7 6 3 9

A

 
  
 
 

 
 
 

前测：

前面例题
中讨论过
二阶方阵
可逆判断
及求逆矩
阵方法，
那么对于
5阶方阵
A如何判



矩阵的初等变换是线性代数中最基本的运算之一，它在求可逆矩阵的逆矩

阵，求矩阵的秩以及求线性方程组的解等方面，都起着举足轻重的作用，同时，

与初等变换有关的初等矩阵，也是线性代数理论中的一个重要工具．

二、 浸入式学习与价值引领

1. 初等变换的定义

对矩阵施行下列三种变换称为矩阵的初等行变换：

(1) 换法变换：交换矩阵的某两行的位置；

(2) 倍法变换：用一个非零数 0k  去乘矩阵的某一行的所有元素;

(3) 消法变换：把某一行的倍数加到另一个行的对应元素上去．

对于矩阵的初等行变换，我们引进以下记号：

交换矩阵的第 i和第 j两行，记为 i jr r ；

用一个非零数 0k  去乘矩阵的第 i行记为 ikr；

（3）把第 i行的 k倍加到第 j行上去记为 j ir kr ．

初等行变换是可逆的，并且其逆变换仍是同一类的初等行变换.如果将定义

中的行均改为列，称为矩阵的初等列变换，记号相应的改记为c .矩阵的初等行变

换与初等列变换统称为矩阵的初等变换．

初等变换是可逆的变换，其逆变换是同一类的初等变换.

每一步初等变换之后的矩阵与前一步的矩阵不再相等，同时我们也注意到矩

阵 B 是行阶梯形矩阵．那么，任何一个矩阵都能通过初等变换化成阶梯形矩阵

吗？初等变换之后的矩阵与原矩阵有什么联系呢？

2. 初等变换化阶梯型

定理 1.3 任意m n 矩阵 A 总可以经过有限次初等行变换化为行阶梯形矩

阵．

*【证明】若 A = O ，即 A的元素全为 0，则 A已经是简化行阶梯形矩阵．若

A O ，即 A中存在非零元，进而存在非零列，此时设第 j列是矩阵 A中自左而

右的第一个非零列，不妨设为 1 0ja 
（否则，可经过交换两行，把第 j列的非零

断可逆或
求逆矩阵
呢？

能力培
养

培养逻辑
思维能力
和思辨能

力



元换到第一行第 j列的位置），因此可以利用 1 ja 将第 j列位于 1 ja 下面的元素都化

为 0，这就要对矩阵 A分别做初等行变换

1
1

, 1, 2, ,ij
i

j

a
r r i m

a
 

    
 


．

则

1 1, 1 1

1
1

0 0
0 0 0

0 0 0

j j na a a 
 
  
 
 
 

 


  


A A
B

．

其中 1B 是    1m n j   矩阵，对 1B 施行上面同样的步骤，如此下去，即可

得到行阶梯形矩阵．▌

定理 1.4 任意m n 行阶梯形矩阵 A 总可以经过有限次初等行变换化为简化行

阶梯形矩阵．

【例 1.18】设矩阵

0 0 2 3 7
0 1 1 3 2
0 5 3 9 6
0 3 2 6 4

  
  
  
 

  

A ．利用初等行变换，按照如下要求化

A为简化行阶梯形矩阵．

（1）先将 A化为行阶梯形矩阵，再化为简化行阶梯形矩阵；

（2）不通过求 A的行阶梯形，直接将 A化为简化行阶梯形矩阵．

【解】

能力培
养

培养运用
所学知
识，解决
问题能力

能力培
养

培养学生
的计算能

力



1 2

3 2
3 1

4 2
4 1

4
55

3 2

0 0 2 3 7 0 1 1 3 2
0 1 1 3 2 0 0 2 3 7
0 5 3 9 6 0 5 3 9 6
0 3 2 6 4 0 3 2 6 4

0 1 1 3 20 1 1 3 2
0 0 2 3 70 0 2 3 7
0 0 0 12 120 0 8 24 16

15 150 0 5 15 10 0 0 0
2 2

r r

r r
r r r rr r




 

     
        
      
   

      
            

 
    

A

4 3
15
24

0 1 1 3 2
0 0 2 3 7

.
0 0 0 12 12
0 0 0 0 0

r r






 
  


 

   
 
 
 

 B

至此，已将 A化为阶梯形矩阵B ．现在继续对B 做初等行变换将其化为简化

行阶梯形：

2

3

1 3

2 3
1 2

1
2
1

12
1

3
3
2

2

0 1 1 3 20 1 1 3 2
3 70 0 2 3 7 0 0 1
2 2

0 0 0 12 12 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 5 0 1 0 0 0
0 0 1 0 5 0 0 1 0 5
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r

r

r r

r r r r



 

                       
   

        
    
   
   



 

B = B

B C.

至此，已将 A化为简化行阶梯形矩阵C.

（2）利用初等行变换，直接将 A化为简化行阶梯形矩阵：

能力培
养

培养学生
计算能力



1 2

3

3 1
4

4 1

1
8

15
3 5

0 1 1 3 2
0 0 2 3 7
0 5 3

0 0 2 3 7
0 1 1 3 2
0 5 3 9 6
0 3 2 6

9 6
0 3 2 6 4

0 1 1 3 2 0 1 1 3 2
0 0 2 3 7 0 0 2 3 7
0 0 8 24 16 0 0 1 3 2
0 0 5 15 10 0

4

0 1 3 2

r r

r

r r rr r

r








 
    
  
 

  
    

          
     

  
 

   
     


  
 





 

A

1 2
3 2

2 3 4 2

2 3

3

2

1
3

0 1 1 3 2 0 1 0 0 0
0 0 1 3 2 0 0 1 3 2
0 0 2 3 7 0 0 0 3 3
0 0 1 3 2 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 5

.
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

r r
r r

r r r

r r

r




 



   
          
     
   

    
 
  
 
 
 

【例 1.19】设矩阵

7 0 7 3 3
2 1 4 3 4
3 1 1 0 1
1 0 1 1 3

 
    
 
 

  

A ，用初等行变换化矩阵 A为简化行

阶梯形．

1 4

7 0 7 3 3 1 0 1 1 3
2 1 4 3 4 2 1 4 3 4
3 1 1 0 1 3 1 1 0 1

0 1 1 3 7 0 7 3 31

r

     
            
          

rA

，

2 1
3 1
4 1

2
3
2

1

1 0 1 1 3
0 1 2 1 2
0 1 2 3 10
0 0 0 4 24

r r
r r
r r





  
 

   
  
 

 A

，

2 3
4 4

1

1 0 1 1 3 1 0 1 1 3
0 1 2 1 2 0 1 2 3 10
0 1 2 3 10 0 1 2 1 2
0 0 0 4 24 0 0 0 1 6

r r
r



      
   

              
   
   

A
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3 2
2

1 0 1 1 3

0 1 2 3 10
0 0 0 2 12
0 0 0 1 6

r r

  
 

  
 
 
 

 A

；

3
4 3

2

2 3

1 0 1 0 3

0 1 2 0 8

0 0 0 1 6
0 0 0 0 0

r
r r



 
 

  
 

 
 
 

A A

，

3 43

1 0 0 1 3

0 1 0 2 8

0 0 1 0 6
0 0 0 0 0

c c

 
 

  
 

 
 
 

A C

，

4 1
4 2
5 1
5 2
5 3

2
3
8
6

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

c
c
c
c
c







 
 
 

  
 
 
 

c
c
c
c
c

C N

， （1.4）

3. 矩阵的标准型

如果一个非零矩阵的左上角为单位矩阵，其它位置的元素都为零，则称这个

矩阵为标准形矩阵．

例如，

1 0
0 1
0 0
0 0

 
 
 
 
 
 ，

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
  ，

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 
 
 
 
  
  ，

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 
 

都是标准形矩阵．如果用分块矩阵的形式表达，则分别为：

3

13

 
 
 

E
O

，  4 41E O
，

3 32

13 12

 
 
 

E O
O O

， 3E .

定理 1.5 任意m n 矩阵 A总可以经过初等变换化为标准形矩阵．

4. 矩阵等价

能力培
养

培养学生
分析问题
能力



如果矩阵 A经过有限次初等变换变换成矩阵B ，则称矩阵 A与矩阵B 等价，

记为 A B． 若所用的初等变换都是行（列）变换，则称 A与B 行（列）等价．

矩阵等价满足：

（1）反身性： A A ;

（2）对称性：若 A B，则 B A ;

（3）传递性：若 A B， B C ，则 A C ．

定理 1.6 任何矩阵都有与它行等价的行阶梯形矩阵和简化行阶梯形矩阵．

定理 1.7 任何一m n 矩阵 A都等价于一个如下形式的标准形：

r 
  
 

E O
N

O O ，

并称矩阵 N 为 A的等价标准形，此标准形由三个数 ,m n和 r唯一确定，其中

r是行阶梯矩阵的非零行数.

5. 初等矩阵的概念

对 n阶单位矩 nE 施行一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵．

（1）换法初等阵：交换 nE 的 ,i j两行（列）得到的初等矩阵，记为 ( , )i jE ，

即

1

1
0 1

1
( , )

1
1 0

1

1

c

i

i j

j





 
 
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 



  
 
  
 
  



或

（ 行）

（ 行）

i j

i j

r r
cE E

i j（ 列） （ 列）

能力培
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（2）倍法初等阵：用非零数 k 乘以 nE 的第 i行（列）得到的矩阵，记为 ( ( ))i kE ，

即

1

1
( ( )) ( )

1

1

kc i k k i

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 





或
行i

i

krE E

(i列）

（3）消法初等阵：将 nE 的第 j行（ i列）的 k 倍加到第 i行（ j列）得到的

矩阵，记为 ( + ( ))i j kE ，即

1

1
( + ( ))

1

1

k i
i j k

j

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 



 



（ 行）

行

E

( ) ( )i j列 列

【例 1.20】四阶初等阵的例子．

0 1 0 0
1 0 0 0

(1,2) ,
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

E

1 0 0 0
0 0 0

(2( ))
0 0 1 0
0 0 0 1

k
k

 
 
 
 
 
 

E

1 0 0 0
0 1 0 0

(3 2( ))
0 1 0
0 0 0 1

k
k

 
 
  
 
 
 

E

．

【例 1.21】设

11 12 1

21 22 2

31 32 3

41 41 4

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a
a a a

 
 
 
 
 
 






A ，计算下列(其中的 0k  )，并从中得

出一般性的结论．

（1） (1, 2)E A；（2） (2( ))kE A；（3）． (1, 2)AE （6） (2 1( ))kAE ．
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【解】

（1）

11 12 1

21 22 2

31 32 3

41 41 4

0 1 0 0
1 0 0 0

(1,2)
0 0 1 0
0 0 0 1

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a
a a a

  
  
  
  
  

  






E A

21 22 2

11 12 1

31 32 3

41 41 4

,

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a
a a a

 
 
 
 
 
 






可见： (1, 2)E A的结果等于对 A作了一次初等行的换法变换 1 2r r 得到的矩

阵；

（2）

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

31 32 3 31 32 3

41 41 4 41 41 4

1 0 0 0
0 0 0

(2( )) ,
0 0 1 0
0 0 0 1

n n

n n

n n

n n

a a a a a a
a a a ka ka kak

k
a a a a a a
a a a a a a

    
    
     
    
    

    

 
 
 
 

E A

可见： (2( ))kE A的结果等于对 A作了一次初等行的倍乘变换 2kr 得到的矩阵；

（4）

11 12 1

21 22 2

31 32 3

41 41 4

0 1 0 0
1 0 0 0

(1,2)
0 0 1 0
0 0 0 1

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a
a a a

  
  
  
  
  

  






AE

12 11 2

22 21 1

32 31 3

42 41 4

,

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a
a a a

 
 
 
 
 
 






可见： (1, 2)E A的结果等于对 A作了一次初等列的换法变换 1 2c c 得到的矩

阵；

（6） (2 1( ))k AE

11 12 1

21 22 2

31 32 3

41 41 4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0
0 0 0 1

n

n

n

n

a a a
a a a
a a a k
a a a

   
   
   
   
   

  






11 12 11 1

21 22 21 2

31 32 31 3

41 41 41 4

.

n

n

n

n

a a ka a
a a ka a
a a ka a
a a ka a

 
  
 
 

 






可见： (2 1( ))kAE 的结果等于对 A作了一次初等列的消法变换； 2 1c kc ．

定理 1.8 用一个m 阶初等矩阵左乘一个m n 矩阵 A等价于对 A作一次同名

的初等行变换；用一个 n阶初等矩阵右乘一个m n 矩阵 A等价于对 A作一次同名

的初等列变换．

能力培
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定理 1.9 初等矩阵可逆，其逆矩阵还是同名初等矩阵，且

1( ( , ))i j E = ( , )i jE ，
1 1( ( ( ))) ( ( ))i k i k E E ，

1( ( + ( ))) ( ( ))i j k i j k   E E ．

定理 1.8 也可叙述为：对一个m n 矩阵 A施行一次初等行变换，相当于用相

应的m阶初等矩阵左乘 A ；对一个m n 矩阵 A 施行一次初等列变换，相当于用

相应的n阶初等矩阵右乘 A．

定理 1.10 对任何m n 矩阵  ij m n
a


A ．

（1）存在m阶初等矩阵 1 2, , , sP P P ，使得 2 1sP P P A 为行阶梯形矩阵（或简

化行阶梯形矩阵）．

（2）存在 m阶初等矩阵 1 2, , , sP P P 和 n阶初等矩阵 1 2, , , tQ Q Q ，使得

2 1 1 2s t P P P AQ Q Q 为标准形矩阵．

定理 1.11 矩阵 A与 B 等价的充分必要条件是：存在初等方阵 1 2, , , sP P P ，

1 2, , , tQ Q Q ，使得 2 1 1 2s t  A P P P BQ Q Q ．

第六节 用初等变换求逆矩阵

一、 案例导引：

定理 1.12 设 A为 n阶方阵，则以下命题是等价的．

（1） A是可逆矩阵；

（2） A与单位矩阵 nE 等价；

（3） A可以表示成有限个初等矩阵的乘积；

（4） A可经过有限次初等行（或列）变换化为单位矩阵 nE ．

二、 浸入式学习与价值引领

【证】（1）（2）．对 A 施行若干次初等变换可化为等价标准形 N ，存

在 n阶初等方阵 1 2, , , sP P P ， 1 2, , , tQ Q Q ，使得

前测+能
力培养：
总结，矩
阵可逆的
等价命
题，培养
学生逻辑
思维能
力。



1 2 1 2s t A = P P Q QNP Q ．

因为 A可逆，且初等矩阵可逆，则其乘积也可逆，所以 N 可逆，注意到 N 是

n阶对角矩阵，于是 N 的对角元素中不能有零元，因此 N = E ，即 N E ．

（2）（3）．由于 A E 根据等价的对称性知， E A，即 E 可经过若干

次 初 等 变 换 化 为 A ， 从 而 存 在 初 等 矩 阵 1 1, , , , ,s s t P P P P ， 使 得

1 1 =s s t+L LP EP P P A ，

即 1 2 tLA = P P P ．

因为初等矩阵的逆还是初等矩阵，这就证明 A可以表示成有限个初等矩阵的

乘积．

（3）（4）．由 1 2 tLA = P P P ，有

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 1 2 2 1 21t t t t t

        = = =L L L L L LP P P A = P P P P P P P P P P P P E ，

即

1 1 1
2 1t

  LP P P A = E ，

由于 1 1 1
1 2, , , t
  LP P P 仍是初等矩阵，上式说明对 A 施行若干次初等行变换可

化为单位矩阵 E ．同理可证明列的情形，这里忽略．

（4）（1）．设 A可以经过有限次初等行变换化成单位矩阵 E ，则存在初

等矩阵 1 2, , , tQ Q Q ，使得 1 2, , , tLQ Q Q A = E ，由于初等矩阵都是可逆的，所以

1 1 1 1
1 2 1t t

- - - -
- LQ Q QA Q= ，

从而可逆矩阵的乘积 A可逆．▌

若 A为 n阶可逆矩阵，则存在初等矩阵 1 2, , , tQ Q Q 使得

1 2, , , tLQ Q Q A = E ， 上式两

边右乘以
1A ，则有
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1
1 2, , , t

L EQ = AQ Q ， 将

A施行一系列初等行变换化为单位矩阵 E 的同时，则对 E 施行相同的一系列初等

行变换可化为
1A ．于是得到利用初等变换法求逆矩阵的方法：

首先构造一个 (2 )n n 矩阵  M A E ，其左面的 n行 n列是矩阵 A的元素，

右边的 n行 n列是一个 n阶单位阵，然后对 (2 )n n 矩阵  M A E 做初等行变

换，使得 A被化为单位阵时， E 就被化为 1A , 即

   1初等行变换A E E A
．

【例 1.22】求矩阵

1 1 0
= 1 1 9

1 2 0

 
 
 
 
 

A 的逆矩阵．

【解】因为

  2 1

3 1

( 1)
( 1

1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
= 1 1 9 0 1 0 0 0 9 1 1 0

1 2 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
)

r r
r r

   
    

   
  

 
    

A E

1 3

2

2 3

( 1)
1
9 1 0 0 2 0 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1
9

1 0
9

r r

r

r r

 



 
 
 

  
 

 
  ．

所以 1

2 0 1
= 1 0 1

1 1 0
9 9



 
 
 
 
 
 
 






A ．

【注】类似地讨论，也可以得到利用初等列变换的方法求逆矩阵．

1

   
      

   
初等列变换

A E
E A

．

至此我们得到了求逆矩阵的初等变换法，这种求逆矩阵的方法，还可以可用

来解决一般矩阵方程求解问题．

逆的充分
与必要条
件是 A
不与单位
矩阵等
价，即 A
经过初等
变换不能
化为单位
矩阵．培
养学生抽
象思维能
力。



（1）设 A 为可逆方阵， B 为已知矩阵，求解矩阵方程 =AX B ．显然，

1-X = A B ．具体为

   初等行变换A B E X

（2）设 A 为可逆方阵， B 为已知矩阵，求解矩阵方程 =XA B ．显然，

1-X = BA ．具体为

   
      

   
初等列变换

A E
E X

（3）设 A 和 B 均为已知的可逆矩阵，求解矩阵方程 =AXB C ．显然，

1 1-X = A CB
．

这种情形下，可以结合（1）和（2）分步骤求解．

【例 1.23】设矩阵

1 0 2
2 1 3
4 1 8

 
   
 
 

A ，

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 
   
 
 

B ，求解矩阵方程 =AX B ．

【解】对矩阵  A B 做初等行变换

 
1 0 2 1 1 0
2 1 3 1 0 1
4 1 8 0 1 1

 
   
 
 

A B
2 1

3 1

( 2)
( 4)

1 0 2 1 1 0
0 1 1 1 2 1
0 1 0 4 3 1

r r
r r
 
 

 
     
   

2 3

1 22

1 0 0 9 9 4
0 0 1 5 5 2
0 1 0 4 3 1

r r
r r



  
    
   

2

3 2

( 1)

1 0 0 9 9 4
0 0 1 4 3 1 .
0 1 0 5 5 2

r
r r



  
   
 
 

所以， A可逆，且

9 9 4
4 3 1

5 5 2

  
    
  

X ．

思政元素：矩阵与方程术

矩阵起源于中国，在《九章算术》第八章方程章，用矩阵初等变换的思想求解了

方程组。下面我们来看一下我国古代了不起的数学成就吧！

问题：今有上禾三秉,中禾二秉,下禾一秉,实三十九斗；上禾二秉,中禾三秉,下禾一

能 力 培
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完成例

1.23，培
养学生的
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秉,实三十四斗；上禾一秉,中禾二秉,下禾三秉,实二十六斗；问上、中、下禾实一

秉各几何?

答曰：上禾一秉，九斗、四分斗之一，中禾一秉，四斗、四分斗之一，下禾一秉，

二斗、四分斗之三。

术曰：置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，實三十九斗，於右方。中、左禾列如

右方。以右行上禾遍乘中行而以直除。又乘其次，亦以直除。然以中行中禾不盡

者遍乘左行而以直除。左方下禾不盡者，上為法，下為實。實即下禾之實。求中

禾，以法乘中行下實，而除下禾之實。餘如中禾秉數而一，即中禾之實。求上禾

亦以法乘右行下實，而除下禾、中禾之實。餘如上禾秉數而一，即上禾之實。實

皆如法，各得一斗。

翻译：今有上等稻 3 捆、中等稻 2 捆、下等稻 1 捆，共打出 39 斗米；有上等稻 2

捆、中等稻 3 捆、下等稻 1 捆，共打出 34 斗米；有上等稻 1 捆、中等稻 2 捆、

下等稻 3 捆，共打出 26 斗米。问上等稻、中等稻、下等稻各 1 捆能打出多少斗

米？现在我们用 x,y,z 分别代替上等稻、中等稻、下等稻各 1 捆能打出的斗米数。

九章算术解法：将方程组的系数和值从右往左排列：【置上禾三秉，中禾二秉，

下禾一秉，實三十九斗，於右方。中、左禾列如右方。】得到

【以右行上禾遍乘中行而以直除。又乘其次，亦以直除。】:中行各元素乘以右行

的上禾，然后中行各元素减掉上行对应的元素，直到中行上禾为 0；左行各元素

乘以右行的上禾，然后左行各元素减掉右行对应的元素，直到左行上禾为 0。

思政元素

培养文化

自信



三、 回顾和小结

6． 1．矩阵初等变换的概念，运用矩阵的初等行变换求阶梯型矩阵；

7． 2．初等矩阵的定义

3. 初等矩阵乘矩阵表示初等变换

能力培养

思考题，为

下节做铺

垫。引导学

生思考解

决问题的

方式。



四、 复习思考与作业

思考题：对于任给定的矩阵 A，它的等价行阶梯形不唯一，所有等价行阶梯中非

零行数是否都相等呢？进一步地，矩阵的等价标准形唯一吗？如果唯一，其中的

r是由哪个量决定的呢？

作业题：

习题 1.5：3

习题 1.6：1（2）（7）、2（1）（2）（3）、3

第（5）次课

教学章节 第一章第 1.7节，第一章习题课 学时 2学时

教材

和参考书

1.姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2.崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习题课

用书）

3.David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教学

参考）

4.Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，2009.

（教学参考）

5.Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参考）

6.黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008. （教

学参考）

7.刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的：了解矩阵的应用及软件求解矩阵运算方法；第一章总复习及典型习题讲解。

2.教学重点：第一章复习及典型习题讲解；

3.教学难点：矩阵典型习题。

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


4.教学内容：矩阵的应用，第一章复习；

5.时间安排：2学时；

6.教学方法：例证法、启发诱导法、讲授法与讨论相结合；

7.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+北化在线测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习第一章内容；

2.整理作业问题：

3.做第一章思维导图

课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.第一章知识点复习，雨课堂完成第一章典型习题；

2.翻转课堂

学生讲解作业（一题多解）

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第七节 矩阵的初等变换与初等矩阵

一、案例导引：

在生产经营和科技研发中，有许多问题归结为矩阵的问题．而且一旦能把实

际问题归结为矩阵问题，就可以用数学方法和计算机来解决实际问题了．本节介

绍几个应用例子．

【例 1.28】（成本核算问题）某工厂生产甲、乙、丙三种产品，每件产品的

成本和每季度的生产件数如表 1．2和表 1．3所示，试提供该厂每季度总成本分

类表．

表 1．2 每件产品成本分类表

成本

（元）
甲 乙 丙

原材料 0．10 0．30 0．15

劳动力 0．30 0．40 0．25

企业管

理
0．10 0．20 0．15

能力培
养

培养逻辑
思维能力
和解决问
题能力



表 1．3 每季度产品件数分类表

产品 春 夏 秋 冬

甲 4000 4500 4500 4000

乙 2000 2800 2400 2200

丙 5800 6200 6000 6000

【解】将表 1．2和表 1．3用矩阵来表示，得到

表 1．2对应的矩阵记为

0.1 0.3 0.15
= 0.3 0.4 0.25

0.1 0.2 0.15

 
 
 
 
 

M ．

表 1．3对应的矩阵记为

4000 4500 4500 4000
2000 2800 2400 2200
5800 6200 6000 6000

 
   
 
 

P ．

容易看到，该厂每个季度的总成本分类即该厂三种产品每季度的原材料、劳

动力和企业管理成本，即：

0.1 0.3 0.15 4000 4500 4500 4000
= 0.3 0.4 0.25 2000 2800 2400 2200

0.1 0.2 0.15 5800 6200 6000 6000

  
  
  
  
  

MP

1870 2220 2070 1960
3450 4020 3810 3580
1670 1940 18300 1740

 
   
 
 

．

全年的原材料、劳动力和企业管理总成本为：

1 1
1870 2220 2070 1960 8120

1 1
3450 4020 3810 3580 14860

1 1
1670 1940 1830 1740 7180

1 1

   
      
                      

   

MP ．

各季度总成本为：

     
1870 2220 2070 1960

1 1 1 1 1 1 3450 4020 3810 3580 6990 8180 7710 7280
1670 1940 1830 1740

 
   
 
 

MP

因此得到全年总成本：

   

1 1
1870 2220 2070 1960

1 1
1 1 1 1 1 1 3450 4020 3810 3580 30160

1 1
1670 1940 1830 1740

1 1

   
    
              

   

MP ．



把上面的计算汇总到一张报表，得表 1．4

表 1．4 全年各类产品成本分类汇总表

成本

（元）
春 夏 秋 冬 全年

原材料 1870 2220 2070 1960 8120

劳动力 3450 4020 3810 3580 14860

企业管

理
1670 1940 1830 1740 7180

按季汇

总
6990 8180 7710 7280 30160

如果三种产品单价分别是 3、6、5元，那么，产品全部卖出获得的毛收入为

 

1
1870 2220 2070 1960

1
3 6 5 3450 4020 3810 3580

1
1670 1940 1830 1740

1

 
  
  
     

 

 

1
1

34660 40480 38220 36060
1
1

 
 
 
 
 
 

=149420 (元)．

二、 浸入式学习与价值引领

【例 1.29】（逆矩阵在信息加密中的应用）在密码学中，原来的消息为明文，

经过伪装的明文为密文．明文变成密文的过程称为加密，由密文变成明文的过程

称为译密，改变明文的方法称为密码．现要送出的消息为“ACCOMPLISH THE

TASK．”，请采用逆矩阵对明文加密和译密．

【解】首先把每个字母 A,B,C,…,Z 映射到数 1,2,3，…，26．例如，数 1表

示 A，数 11 表示 K；另外，用 0表示空格，27 表示句号等．于是数集

{1,3,3,15,13,16,12,9,19,8,5,0,20,19,11,27}

表示消息“ACCOMPLISH THE TASK”.这个消息（按列）写成 4×5矩阵

1 13 19 8 1
3 16 8 5 19
3 12 0 0 11

15 9 20 20 27

 
 
 
 
 
 

M

密码的发送者和接收者使用的密码矩阵是:

能力培
养

培养运用
所学知
识，解决
问题能力

能力培
养

培养学生
的计算能

力



1 1 1 1
3 0 3 4
3 2 2 1
1 1 2 2

  
  
  
 
  

A

乘积 AM 为加密后的消息，接收者收到的矩阵

1 1 1 1 1 13 19 8 1
3 0 3 4 3 16 8 5 19
3 2 2 1 3 12 0 0 11
1 1 2 2 15 9 20 20 27

   
     
   
  
   

C AM

10 6 31 23 2
54 39 137 104 78
12 22 21 6 40
22 9 51 43 14

  
 
 
   
 
    

之后接收者通过计算乘积 1A C 来译出消息．

其逆矩阵（译码矩阵）是:

1

9 1 1 7
5 1 1 51
19 1 3 132
21 1 3 15



 
  
   
 
   

A

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容：

【例 1.30】（方阵的幂）有如下网络

A=[1 -1 -1 1;3 0 -3 4;3 -2 2 -1;-1 1 2 -2]; % 定义明文矩阵

M=[1 13 19 8 1;3 16 8 5 19;3 12 0 0 11;15 9 20 20 27]; % 定义密钥矩阵

C=A*M % 利用矩阵乘法得

密文矩阵

C =
10 -6 31 23 -2
54 39 137 104 78

-12 22 21 -6 -40
-22 9 -51 -43 -14

receiveM=inv(A)*C %命令 inv 求矩阵逆

%利用逆矩阵解密



图 1-1

图 1 为 1，2，3，4 四个城市之间的空运航线，用有向图表示,求经过一次转

机（也就是坐两次航班）能到达的城市.

【解】该图可以用下列邻接矩阵表示：

1

0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0

 
 
 
 
 
 

A

其中，第 i行描述从城市 i出发，可以到达各个城市的情况，若能到达第 j个

城市，记 1ija  ，否则 0ija  ，规定 0iia  (其中 , 1, 2,3, 4i j  )．如第 2 行表示：

从城市 2出发可以到达城市 1而不能到达城市 2、3和 4．

经过一次转机（也就是坐两次航班）能到达的城市，可以由邻接矩阵的平方

2
2 1A A 来求得．

2 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1

    
    
    
    
        
    

   A A A

其中第 2 行表示：从城市 2出发经一次转机可以到达城市 3 和城市 4 而

不能到达城市 1 和 2．

在 MATLAB 命令窗口中输入

第一章 知识点复习

能力培
养

培养学生
计算能
力，分析
能力，知
识运用能

力

能力培
养

培养学生
分析问题
能力和计
算能力

1 4

2 3

A1=[0 0 1 1;1 0 0 0;0 1 0 0;1 0 1 0]; % 输入邻接矩阵 A

A2=A1^2 % 求 2A

A2 = % 经过一次转机能到达

的城市

1 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1



一、知识点网络图

二、考点归纳

1. 矩阵的概念

m n 个元素 ija （ 1,2, , ; 1, 2, ,i m j n   ）排成的m行 n列的数表，称为m n 阶

的矩阵，记作

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




  


，

也简记为 ( )ij m nA a  ．

（1）当m n 时，称矩阵 A为 n阶方阵．

（2）当 1m  时，称矩阵 A为行矩阵．

（3）当 1n  时，称矩阵 A为列矩阵．

（4）当 0ija  （ 1,2, , ; 1, 2, ,i m j n   ）时，称矩阵 A为零矩阵．记作0m n ．

【温馨提示】矩阵与行列式是两个不同的概念：矩阵是数表，行数和列数可以不

同．而行列式是数值，行数和列数必须相同．

2. 矩阵的运算

（1）矩阵的和与差：设 ( )ij m nA a  ， ( )ij m nB b  ，则 ( )ij ij m nA B a b    ．

（2）数与矩阵的积：设 k为任意实数， ( )ij m nA a  ，则 ( )ij m nkA ka  ．

矩

阵

的

逆

特殊矩阵

矩阵的

定 义

线

性

运

算

矩阵的基本运算

矩阵的分块

矩

阵

乘

法

方

阵

的

行

列

式

方

阵

的

幂
矩

阵

的

秩

转

置

矩

阵

伴

随

矩

阵

矩阵的

初 等 变

换 与 初

等矩阵

行阶梯形矩阵

行最简形矩阵

对

称

矩

阵
能力培
养

培养学生
知识总结
能力



一般的，矩阵相加与数乘矩阵合起来,统称为矩阵的线性运算．

（3）矩阵与矩阵的积：设 ( )ij m sA a  ， ( )ij s nB b  ，则 ( )ij m nAB C c   ，其中

1 1 2 2
1

s

ij i j i j is sj ik kj
k

c a b a b a b a b


     ， 1,2, , ; 1, 2, ,i m j n   ．

3.转置矩阵

（1）定义：将m n 型矩阵 ( )ij m nA a  的行与列互换，而得到的 n m 型矩阵 A的

转置矩阵，记作 TA .

（2）运算规律：

① ( )T TA A ．② ( )T TkA kA ．③ ( )T T TA B A B   ．④ ( )T T TAB B A ．

【例】设
2 1
4 2

A  
    

，
3 1
6 2

B
 

   
，求 2A B ， 2AB BA A， ， ．

【解】根据矩阵的线性运算，有

2 1 3 1 4 2 3 1 1 3
2 2

4 2 6 2 8 4 6 2 2 2
A B

          
                            

．

根据矩阵的乘法，有

2 1 3 1 0 0
4 2 6 2 0 0

AB
    

           
，

3 1 2 1 10 5
5

6 2 4 2 20 10
BA A

    
              

，

2 2 1 2 1 0 0
4 2 4 2 0 0

A A A     
              

．

【小结】由本例说明：①矩阵的乘法不满足乘法交换律，即 AB BA ．②两个非

零矩阵的乘积可能是零矩阵．③一个非零矩阵的平方可能是零矩阵．④矩阵乘法

不满足消去律（如本例中 2AB A ，但 A B ； 5BA A ，但 5B E ）．

4.方阵

（1）方阵的行列式：由 n阶方阵 A的元素构成的行列式称为方阵 A的行列式．记

为 A ．

（2）方阵行列式的性质：① TA A ; ② nkA k A ， k 为任一实数; ③

AB A B B A BA   ，其中 ,A B为同阶的方阵.

（3）方阵的幂：若 A是 n阶矩阵，则 kA 为 A的 k次幂，即 k

k

A AA A ，并且

,m k m kA A A    .
km mkA A

能力培
养

培养学生
知识总结
能力



【小结】从本题我们知道，矩阵的运算规律与数的运算规律的本质区别主要还是

由于矩阵乘法不满足交换律和消去律的问题。特别注意下列情况是成立的：

① 1( )m k k m
m mE A E C A C A A        .

②    1 2 3 2 1k k k k k kE A E A E E A E A A        .

8. 伴随矩阵

（1）定义：将行列式 A 的 2n 个代数余子式排成下列 n阶矩阵，并记为 *A ，即

11 21 1

12 22 2

1 2

*

n

n

n n nn

A A A
A A A

A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


则 *A 称为矩阵 A的伴随矩阵，其中 ijA 是 A 中元素 ija 的代数余子式.

（2）伴随矩阵的万能公式： AA A A A E   ．

9. 逆矩阵

（1）定义：设 ,A B是 n阶方阵，E为 n阶单位矩阵，如果 AB BA E  ，则称 A是

可逆矩阵，并称B是 A的逆矩阵.记作 1A B 

（2）求逆矩阵的公式：设 A为 n阶方阵， *A 为 A的伴随矩阵，则当 0A  时有，

1 *AA
A

  ．

【例】求 , ( 0)
a b

A ad bc
c d
 

   
 

的逆矩阵．

【解】因为 0
a b

ad bc
c d

   ，所以 A可逆．而 11 12 21 22, , ,A d A c A b A a      ．所

以 11 21

12 22

A A d b
A

A A c a
    
      

．故 1 1 d bA
A c aA ad bc


  
     

．

【小结】二阶矩阵 A的逆矩阵符合：“两调一除”规律．即先将矩阵 A的主对角

元素调换其位置，再将次对角元素调换其符号，最后用 A 去除 A的每一个元素，

即可得 A的逆矩阵．

（3）逆矩阵的性质：

①若矩阵 A可逆,则其逆矩阵 1A 是惟一的.



②若 A可逆,则 1A 也可逆,且 1 1( )A A   ．

③若 A可逆,则 TA 是可逆，且 1 1( ) ( )T TA A  ．

④若 A可逆,常数 0k  ,则 kA也可逆，且 1 11( )kA A
k

  ．

⑤若 ,A B为同阶可逆矩阵，则 AB也可逆,且 1 1 1( )AB B A   ．

⑥若 A可逆,则
11A A   .

⑦若 A可逆,且 ,AX B YA C  ,则有 1 1,X A B Y CA   .

⑧ 若 A可逆，则 0 0AB B   ；若 AB AC B C   .

（4）逆矩阵存在的判定：

① 矩阵 A可逆 0A  ．

② 若 ,A B为同阶方阵，满足 AB E ,则 A与B均可逆,且 1 1,A B B A   ．

【小结 1】对于任一 n阶矩阵 A，总有伴随矩阵 A，它并不依赖于 A得可逆性．

【小结 2】在求解与 A有关的问题是，常要考虑下面的等式：

① AA A A A E   ；②    T TA A
  ；③

1nA A   ；④若 A可逆， 1A A A  且

  1 1A A
A

  ； ⑤  AB B A   ； ⑥    1 1A A
   ； ⑦   1nkA k A   . ⑧

   * * * 1 1 1 * 1 * *| | ( ) | | ( ) (| | )nA A A A A A A A
        .

10.分块矩阵

常用的分块矩阵的相关结论：

（1）分块对角阵的逆：

1

2

k

A
A

A

A

 
 
 
 
 
 


，则

1
1

1
1 2

1
k

A
A

A

A








 
 
   
  
 


，

其中 1 2, , , kA A A 均为可逆的方阵．

能力培
养

培养学生
分析问题
能力和计
算能力和
概括总结
能力



（2）分块反对角阵的逆：

1

2

k

A
A

A

A

 
 
 
 
 
 


，则

1

1
1

2
1

1

kA

A
A

A








 
 
   
  
 


，

其中 1 2, , , kA A A 均为可逆的方阵．

（3）分块对角阵的行列式： 1 2 kA A A A  ，其中 1 2, , , kA A A 均为方阵.

11．初等变换

（1）定义：矩阵的下列变换①互换矩阵的两行（列）；②某一行（列）乘以非

零数 k；③某一行（列）加上另一行（列）的 k倍，称为矩阵的初等行（列）变

换．矩阵的初等行变换及初等列变换统称为矩阵的初等变换.

（2）两矩阵的等价：如果矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵B，则称矩阵 A与
B等价．

（3）行阶梯形矩阵特点：①可划出一条阶梯线，线的下方全为零；②每个台阶

只有一行，

台阶数即是非零行的行数，阶梯线的竖线后面的第一个元素为非零元，即非零行

的第一个非零元．

（4）行最简阶梯形：若已是行阶梯形矩阵，则还要求非零行的第一个非零元为 1，

且这些非零元所在列的其余元素全为零．

（4）任一矩阵可以通过有限次初等行变换化为行阶梯形矩阵或最简行阶梯形．

12．初等矩阵

（1）定义： n阶单位矩阵 E经过一次初等变换得到的矩阵，称为初等矩阵.因此

对应于三种初等变换，应有三种初等矩阵．

（2）初等矩阵的逆矩阵：初等矩阵是可逆的，逆矩阵仍为初等矩阵．且

1( , ) ( , ) E i j E i j  ； 1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

  ； 1( ( )) ( ( )) E ij k E ij k   ．

（3）初等矩阵的转置矩阵：初等矩阵的转置仍是初等矩阵．

( , ) ( , ) TE i j E i j ； ( ( )) ( ( ))TE i k E i k ； ( ( )) ( ( )) TE ij k E ji k ．

（4）初等矩阵的行列式： ( , ) 1E i j   ； ( ( )) 0E i k k  ； ( ( )) 1E ij k  ．

13.初等矩阵的应用

（1）初等矩阵与初等变换的关系：对于一个m n 矩阵 A作一次初等行（列）变

换，相当于在 A的左（右）面乘上一个对 ( )m n 阶单位矩阵 E作同样初等变换得到

的初等矩阵.

（2）①    1| |A E E A 初等行变换 .② 1

A E
E A

      
   初等列变换

.

14. 矩阵的秩

（1）秩的定义：若m n 矩阵 A中至少有一个 r阶子式不等于零，而所有 1r  阶



子式都等于零，则称矩阵 A的秩为 r，记为 ( )r A r .

（2）秩的计算：将m n 矩阵 A经过一系列初等行变换化为阶梯形矩阵，阶梯形

矩阵中非零行的个数就等于 A的秩.

（3）秩的重要结论：

（1）设 A为m n 矩阵，则0 ( ) min( , )r A m n  ．

（2） 0 ( ) 1A r A   ．

（3） A中存在 r阶子式不等于零 ( )r A r  ．

（4） ( ) 0nr A n A   ．即矩阵是满秩矩阵的充分必要条件是该矩阵可逆．

（5） ( ) 0nr A n A   ．

（6） ( ) ( )Tr A r A ．

（7）初等变换不改变矩阵的秩.

（8）设 A 为 m n 矩阵， P 为 m 阶可逆矩阵， Q 为 n 阶可逆矩阵，则

( ) ( ) ( ) ( )r PAQ r PA r AQ r A   .

(9) r AB r A r B( ) min{ ( ), ( )}.

(10) r A B r A r B( ) ( ) ( ).  

(11) 若 m n n kA B 0   ，则 r A r B n( ) ( ) . 

(12) *

, ( ) ,
( ) 1, ( ) 1,

0, ( ) 1.

n r A n
r A r A n

r A n


  
  

典型例题讲解：（对课件中的例题部分课上讲解，部分视频讲解）

三、真题点击

题型一 有关矩阵的乘法运算

【例 6】（2005）已知 X 为 n维单位列向量， TX 为 X 的转置， E为单位矩阵，

如 TG XX ，则 2G 【 】.

能力培
养

培养学生
逻辑思维
能力



A. B . C.1 D. nG G E

【答案】A.本题考察矩阵乘法的结合律或秩为 1的矩阵的性质. 提示：常见规律

有,若 TA  ，则          k kk T T T T T T TA          
1 1 

  

 n
k

na a a A11 22
1

    .

【例 7】（2006）设矩阵

1 0 1
0 2 0 ,
1 0 1

A E
 
   
 
 

为三阶单位矩阵. 若三阶矩阵Q满足

关系 2 ,AQ E A Q   则Q的第 1行的行向量是【 】.

       A. 1 0 1 B . 1 0 2 C. 2 0 1 D. 2 0 2

【答案】C. 本题考察矩阵方程的化简运算.提示：用选择题技巧做法快速解答：

2 2 21 ( 1) 1 1AQ E A Q ax a x a x a x a              ，

Q A E    Q的第 1行的行向量是      1 0 1 1 0 0 2 0 1  .

【例 8】（2008）设  是 3维列向量， T 是  的转置，若

1 1 2
1 1 2
2 2 4

  
   
  

T ，

则 T  【 】.

.12 .8 .6 . 4A     B   C .   D      

【答案】C.本题考察矩阵乘法的定义或者秩为 1的矩阵的性质. 提示：常见规律

有,若 TA  ，则 T T A     的主对角元素之和 11 22 nna a a    .

【例 9】（2011）在  
1

1 2 3 2

3

1 0 2
2 4 1
0 3 5

x
x x x x

x

  
    
    

的展开式中， 2 3x x 项的系数是

（ ）.

A.3 B .2 C. 2 D. 4 

【答案】D. 本题考察矩阵的乘法运算. 提示：一般规律是， i j ij jix x a a  .因为

根据矩阵的乘法，有如下成立.

能力培
养

培养学生
分析问题
能力和计
算能力



 
11 12 13 1

2 2 2
1 2 3 21 22 23 2 11 1 22 2 33 3 12 1 2 13 1 3 23 2 3

31 32 33 3

2 2 2 .
a a a x

x x x a a a x a x a x a x a x x a x x a x x
a a a x

  
          
  
  

题型二 有关矩阵逆矩阵的题目

【例 10】（2004）设 1

1 1 0 1 1 0
0 2 0 , 1 2 2 ,
0 0 3 0 1 3

A B C AB 

   
        
   
   

， 则矩阵 1C  中，

第 3行第 2列的元素是【 】.

1 1 3A . B . C.1 D.
3 2 2

【答案】B.本题考察逆矩阵性质、常见分块矩阵的逆、二阶矩阵的逆、矩阵乘法

原理. 提示：由于 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )C AB C AB B A BA            ，因 B的第 3行

元素  0 1 3 ，只需求 1A 的第 2 列，根据分块矩阵的和二阶矩阵逆矩阵的两调

一除，立即可得

*
1
2
0

 
 
 
 
 
 

，因此所求为  

*
1 10 1 3
2 2
0

 
 
  
 
 
 

.

【例 11】（2009）已知  ijA a 是三阶矩阵， TA A E ，若 11 1 a ，  1,0,0 Tb  ，

则方程组 Ax b 的解是

       A. 1 1 0 B . 1 0 1 C. 1 1 0 D. 1 0 0    

【答案】D.本题考察矩阵的乘法运算及其简单矩阵方程的化简运算. 提示：由

11 12 13 11 21 31
2 2 2

21 22 23 12 22 32 11 12 13

31 32 33 13 23 33

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

T T

a a a a a a
A A E AA E a a a a a a a a a

a a a a a a

     
                

         

若 11 1 a ，则必有 12 13 0a a  ，于是

11 12 13 11

21 22 23 21

31 32 33 31

1 1
0 0
0 0

T T T

a a a a
Ax b A Ax A b x A b a a a a

a a a a

      
                   
      
      

.

【例 12】（2011）对任意的 n阶矩阵 , ,A B C，若 ABC E （ E是单位矩阵），

则下列5式 (i) (ii) (iii). (iv) (v)ACB E BCA E BAC E CBA E CAB E    

能力培
养

化具体为
抽象，培
养学生逻
辑思维能

力

能力培
养

培养学生



中恒成立的有

A.1 B .2 C.3 D.4

【答案】B.本题考察逆矩阵的判定和定义. 提示：常见规律有,若 n个方阵满足

nA A A E1 2  ，则有 i i n iA A A A A A E1 1 2 1    ．

题型三 有关矩阵秩的题目

【例 13】（2003）设

1 1
1 1 0

2 0 ,
2 3 1

3 1
A B

 
         

 

，则必有【 】.

A. B . C. | | 8 D. | | 0T TAB BA AB B A BA AB    

【答案】D.本题考察两矩阵可乘的条件、两矩阵乘积秩的重要结论、秩的概念、

方阵的行列式的性质. 提示 1：  2 3 3 2 2 2
0 0B A BA BA AB  

     .

【例14】（2010年真题）已知  A
1
0 1 1 0
2

 
   
 
 

，

1 1 2
2 1
1 3 0

B a
 

   
  

. 若矩阵 AB B

的秩为 2，则 a 【 】．

(A) 5 ； (B) 1 ； (C) 1． (D) 5．

【答案】A. 本题考察矩阵的乘法运算、秩的重要结论、秩的初等变换求法. 提

示：注意到  AB B A E B   ，且 0A E A E    可逆，从而根据矩阵乘以可

逆矩阵秩不变性质，可得     2r B r AB B   ；又对 B施行初等变换化为行阶梯

形，

1 1 2 1 1 2 1 1 2
2 1 0 2 3 0 1 1
1 3 0 0 2 2 0 0 5

B a a
a

       
              
            

，故必有 5a   .

【例 15】（2004）设矩阵

1 2 2
2 6 ,
3 0 6

A x
 

   
  

三阶矩阵 0B  ，且满足 AB 0 ，则

【 】．

A. 8, ( ) 1 B . 8, ( ) 2 C. 8, ( ) 1 D. 8, ( ) 2x r B x r B x r B x r B         

【答案】A.本题考察非零矩阵和 0AB  时秩的有关结论、矩阵的初等变换求秩法.

提示：

分析问题
能力和计
算能力

能 力 培
养
培养学生
分析问题
能力和逻
辑思维能
力和计算
能力



   
 

   
AB r A r B

r B r A
B r B

0 3
1 3

0 1

        
  

，而

1 2 2 1 2 2 1 2 2
2 6 0 2 4 0 2 4
3 0 6 0 6 12 0 0 3 24

A x x x
x

       
               
             

，显然当 3 24 0x   ，

即 8x   时，   2r A  ，此时    r B r A1 3 1    ，故   1r B  .

三、回顾和小结

8． 1．应用案例讲解；

9． 2．第一章知识复习；

3.典型习题讲解；

四、复习思考与作业

思考题：高斯消元法是如何用矩阵来实现的？想想还有没有其他的工具可以方便

地求解未知数个数=方程个数的线性方程组的解呢？

作业题：

北化在线平台测试

Mooc 平台单元测试

第（6）次课

教学章节 第二章第 2.1,2.2节 学时 2学时

教材和
参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学

参考）

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.（教

学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的：熟练掌握 2 阶,3 阶行列式的计算；掌握逆序数的定义, 计算；掌握 n阶行列

式的定义；掌握对换的概念；掌握 n阶行列式的性质，会利用 n阶行列式的性质计算 n 阶

行列式的值；培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力。

2.教学重点：逆序数的计算；n阶行列式的性质。

3.教学难点：逆序数的计算，利用 n 阶行列式的性质计算 n 阶行列式的值。

1.教学内容：

二、三阶行列式的定义；全排列及其逆序数；n阶行列式的定义，对换；行列式的性质

2.时间安排：3学时；

3.教学方法：讲授与讨论相结合；

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.北化在线平台 2.1 视频学习；

2.矩阵作为求解方程组的解的工具，是如何运用关于高斯消元法的？当未知数个数=方程

个数时，方程组的公式解，你又什么好办法记住它吗？

课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.通过 2阶、3阶行列式定义，引导学生找出行列式定义中的规律；

2.行列式是一种速记符号，它如何实现速记的？

3.行列式的里面是什么？矩阵的初等变换有哪三种？行列式的性质中，数表的变化是什么？

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思



第一节 行列式的定义

一、 案例导引：

二元方程组的解的公式

设二元线性方程组








2222221

1212111

bxaxa
bxaxa

用消元法,当 021122211  aaaa 时,解得

21122211

121211
2

21122211

212122
1 ,

aaaa
baba

x
aaaa
baba

x









二、 浸入式学习与价值引领

1. 二、三阶行列式的定义

令 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

 ,称为二阶行列式 ,则

,b a a b b a a bx x
a a a a a a a a

- -
= =

- -
       

 
       

如果将 D中第一列的元素 11a , 21a 换成常数项 1b , 2b ,则可得到另一个行

列式,用字母 1D 表示,于是有

222

121
1 ab

ab
D 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 212221 abab  ,这就是 1x 的表达式的

分子。同理将D中第二列的元素 a 12,a 22 换成常数项 b1,b2 ,可得到另一个行

列式,用字母 2D 表示,于是有

212

111
2 ba

ba
D 

按二阶行列式的定义,它等于两项的代数和： 121211 baba  ,这就是 2x 的表达式的

分子。

于是二元方程组的解的公式又可写为

前测+能力

培养：

消 元 法 求

二 元 线 性

方 程 组 的

解，如何能

把 公 式 解

背 下 来

呢 ？ 培 养

学 生 思 考

解 决 问 题

的 方 法 及

逻 辑 思 维

能力。
















D
Dx

D
Dx

2
2

1
1

其中 0D

设三元线性方程组












3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

用消元法解得

分母同样可以用行列式来描述，下面给出三阶行列式的定义。

定义 设有 9个数排成 3行 3列的数表

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

记

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  322113312312332211 aaaaaaaaa  332112322311312213 aaaaaaaaa  ,称

为三阶行列式,则

当

a a a
D a a a

a a a
= ¹

  

  

  

时，方程组有解

, , DD Dx x x
D D D

= = =  
   .

其中 ( , , )jD j   = 是由常数项 , ,b b b  替换D中的第 j列得到的的三阶行列式，即

, ,
b a a a b a

D b a a D a b a
b a a a b a

= =
     

       

     

a a b
D a a b

a a b
=

  

   

  

能力培养：

培 养 学 生

思 考 解 决

问 题 的 方

法 及 逻 辑

思维能力。



322113312312332211 aaaaaaaaa  332112322311312213 aaaaaaaaa 

【例 2.1】利用行列式求解线性方程组

,
,
.

x x x
x x x
x x x

  

  

  


 
  

ì + + =ïïïï + + =íïïï + + =ïî

【解】该方程组的系数行列式为

D
  
          
  

= = + + - - - = ¹ ，

且有

, ,D D D  

        
           
        

= =- = = = = ，

因此，所求线性方程组有唯一解：

, , DD Dx x x
D D D

 
    = =- = = = = .

2. 排列与逆序

(1) 全排列

把 n个不同的元素排成一列,叫做这n个元素的全排列（简称排列）.

可将n个不同元素按 n~1 进行编号,则n个不同元素的全排列可看成这n
个自然数的全排列.

n个不同元素的全排列共有 !n 种.

(2) 逆序及逆序数

取一个排列为标准排列,其它排列中某两个元素的次序与标准排列中这两

个元素的次序相反时,则称有一个逆序.

通常取从小到大的排列为标准排列,即 n~1 的全排列中取 nn )1(123  为

标准排列.

一个排列中所有逆序数的总数称为这个排列的逆序数.

逆序数为偶数的排列称为偶排列,逆序数为奇数的排列称为奇排列,标准

排列规定为偶排列.

逆序数的计算：设 nppp 21 为 nn )1(123  的一个全排列,则其逆序数为





n

i
in ttttt

1
21  .

能力培养
带领学生
一起挖掘
二阶、三阶
行列式的
特点，得出
n阶行列式
定义。



其中 it 为排在 ip 前,且比 ip 大的数的个数.

定理 2.1 对换改变排列的奇偶性，即作一次对换，奇排列变成偶排列，偶

排列变成奇排列.

(3) n阶行列式的定义

n阶行列式

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

  

  

 

L
L

M M M
L

( )( ) n

n

n

τ j j j
j j n j

j j j

a a a 

 

 

 = -å L

L

L ，

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

  

  

 

L
L

M M M
L

( )( ) n

n

n

τ l l l
l l l n

l l l

a a a 

 

 

 = -å L

L

L

其中
nj j j 

å
L

表示对所有 n级排列 nj j j L 求和， ( )( ) n

n

τ j j j
j j n ja a a 

  - L L 称为

行列式的一般项.特别地，当 n = 时， 11 11a a= ；当 ,n  = 时，即为前述的二阶，

三阶行列式

【例 2.2】计算行列式

n

n

n

nn

a a a a
a a a

D a a

a

   

  

 


 

  

=

L
L
L

M M M M
L

，其中 , , , ,iia i n  ¹ = L .

【解】

n

n

n

nn

a a a a
a a a

D a a

a

   

  

 


 

  

=

L
L
L

M M M M
L

nna a a = L .

上三角行列式的值等于其主对角线元素乘积，这一结论对于下三角行列式

也成立，即有

n n n nn

a
a a
a a a

a a a a



 

  

  

  
 



L
L
L

M M M M
L

nna a a = L .

特别地，有

能力培养
动画展示
如何选取
元素，帮助
学生理解
用定义如
何计算的 n
阶行列式
值，培养学
生计算能
力。



nn

a
a

a

a







  
  
  

  

L
L
L

M M M M
L

nna a a = L ，

上述主对角线以外的元素全为零的行列式称为对角行列式.

第二节 n阶行列式的性质

一、 案例导引：

对角线法则计算二、三阶行列式；

上三角、下三角、对角行列式的值也方便求解；

计算下列行列式的值：

9491
5491
1291
9191

D

二、

浸入式学习与价值引领

1. 转置行列式

将行列式

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a

=

  

  

 

L
L

L L L L
L

的行和列互换得到新的行列式，记为

n

nT

n n nn

a a a
a a a

D

a a a

=

  

  

 

L
L

L L L L
L

称为行列式D的转置行列式，记为
TD . 显然有 ( )T TD D= .

性质 1： 行列式与它的转置行列式相等.

由此知，行与列具有同等地位.关于行的性质，对列也同样成立，反之亦然.

如:
dc
ba

D 
db
ca

DT 

前测+思政
元素

复习计算
低阶和特
殊行列式
的值，四阶
及以上行
列式，按定
义，计算太
麻烦！行列
式中的元
素为党史
大事件发
生的年代！



以 r i表示第 i行， jc 表示第 j列.交换 ji, 两行记为 i jr r ,交换 i,j 两列

记作 i jc c .

性质 2：行列式互换两行（列），行列式变号.

推论：行列式有两行（列）相同，则此行列式为零.

性质 3：行列式的某一行（列）的所有元素乘以数 k ,等于用数 k乘以该

行列式.

推论：行列式的某一行（列）所有元素的公因子可以提到行列式符号

外.

性质 4：行列式中有两行（列）的元素对应成比例，则此行列式为零.

性质 5： 若行列式中某一行（列）的元素都是两数之和，则此行列式等

于两个行列式之和.

即若
 

  nnnininn

nii

nii

aaaaa

aaaaa
aaaaa

D















21

2222221

1111211 )(

则

nnninn

ni

ni

aaaa

aaaa
aaaa

D







21

222221

111211

 +

nnninn

ni

ni

aaaa

aaaa
aaaa












21

222221

111211

.

性质 6： 将行列式的某行（列）元素的 k 倍对应地加到另一行（列），

则行列式的值不变，即

n n

i j i j in jn i i in

j j jn j j jn

n n nn n n nn

a a a a a a

a ka a ka a ka a a a

a a a a a a

a a a a a a

     

     

   

   

+ + +

=

L L
L L L L L L L L

L L
L L L L L L L L

L L
L L L L L L L L

L L
.

【例 2.3】计算行列式D
  
  
  

= -

【解】

能力培养
课堂互动
环节：行列
式的性质
根矩阵的
初等变换
之间有什
么关系？
培养学生
逻辑思维
能力。



D
  
  
  

= -
1
3
r -

  
   
  

r r

r r

 

 





-

-

  
   
  

- -

- - ，

  
   

  
= r r « -

  
   

  

r r -
  

    
  

- =

- .

三、 回顾和小结

1. 二三阶行列式的定义；

2. 全排列及其逆序数；

3. n阶行列式的定义；

4. 行列式性质。

四、 复习思考与作业

思考题：在北化在线平台提交。

1.计算

( )

n n
n n
n n

n
n

-
- -
- - -

- - -
- - - - -

   
   
   

   
    

L
L
L

M M M M M
L
L

作业题：

2.1：2（1）、4、6
2.2：2（1）（2）、3（1）（3）

能力培养

培养学生

的计算能

力。

第（ 7 ）次课

教学章节 第二章 第 2.2, 2.3 节 学时 2 学时



教材和
参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教

学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge

Press，2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1. 教学目的：掌握用行列式的性质求解行列式值；了解余子式和代数余子式的概念；掌握

行列式按行（列）展开；

2. 教学重点：行列式性质的应用，行列式按行（列）展开；

3. 教学难点：应用行列式性质和行列式按行（列）展开求行列式值.

1. 教学内容：行列式性质，行列式按行（列）展开；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习行列式的性质；

2.探寻 2、3阶行列式的各项和还有没有其他表达方式。

课中检测，并探讨重点、难点知识点

多种形式的课堂讨论：

①启发式提问引起课堂讨论：行列式性质求行列式值时，目标是什么，和矩阵初等变换

化阶梯型矩阵有什么联系？

②提问预习结果：2、3阶行列式的各项和提取公因子后能得到什么？

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第二节 行列式性质

一、知识点回顾

(1) 转置不变（所以下面的各条性质对列也成立）．

(2) 换行反号（即交换某两行，则行列式知反号）．

(3) 同行得零（即某两行相同的行列式值为零，此为（2）之推论）．

(4) 倍提性质（即某一行所有元素都乘以同一数 k，等于用 k乘此行列式）．

(5) 零行得零（即有一行元素全为零的行列式值为零）．

(6) 行成比例值为零（由（3）、（4）即知）．

(7) 拆分性质（即某一行元素按均是两数之和，则可拆分为两个行列式之和）．

(8) 倍加不变（即将某行的倍数加到另一行，行列式值不变）．

二、典型例题

【例 2.4】计算行列式

   
   
   
   

.

【解】

   
   
   
   

   
   
   
   

=
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仿照上述方法可得到更一般的结果：

a b b b
b a b b
b b a b

b b b a

L
L
L

M M M M
L

[ ( ) ]( )na n b a b  -= + - - .



【例 2.5】设
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L
M M

L
，

det( )
n

ij

n nn
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= =

L
M M

L
，

证明D D D = .

【证】对D作运算 i jr k r+ ，把D化为下三角形行列式，有

kk

k kk

p
D p p

p p



 




= =M O L

L
.

对D作运算 i jc k c+ ，把D化为下三角形行列式，有

nn

n nn

q
D q q

q q



 




= =M O L

L
.

于是，对D的前 k 行作运算 i jr k r+
，再对后n列作运算 i jc k c+

，把D化为

下三角形行列式，即

k kk

k

n nk n nn

p

p p
D

c c q

c c q q





  

 



=

M O
L
L

M M M O
L L .

因此可得 kk nnD p p q q = L L D D = .

第三节 行列式按行（列）展开

一、 案例导引：

我们在给出 n阶行列式的定义时，是通过对二、三阶行列式的值进行分析，

归纳得出的结果。那么我们再来看看三阶行列式，它还可以写成什么形式呢？

能力培养

培养学生

的计算能

力。

前测：
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131211

aaa
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aaaaaaaaa
aaaaaaaaa





 3223332211 aaaaa   3321312312 aaaaa   3122322113 aaaaa 

3231

2221
13

3331

2321
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3332

2322
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aa
a

aa
aa

a
aa
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a 

简化行列式计算的另一种主要方法是降阶，即把较高阶的行列式的计算转化为较低阶

的行列式的计算，降阶所用的基本方法是把行列式按一行（列）展开.

二、 浸入式学习与价值引领

1. 余子式与代数余子式定义

在n阶行列式中，把元素 ija 所处的第 i行、第 j列划去，剩下的元素按原排

列构成的 1n 阶行列式，称为 ija 的余子式，记为 ijM ；而 ij
ji

ij MA  )1( 称为 ija

的代数余子式.

2. 行列式按行（列）展开法则

定理 2.2 行列式等于它的任意一行（列）的各元素与对应的代数余子式

乘积之和，即

按行：  jiAaAaAa jninjiji  02211 

按列：  jiAaAaAa njnijiji  02211 

定理 2.3 n阶行列式

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

a a a

  

 

 

 

=

L
L L L L

L
L L L L

L
L L L L

L

中，某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和等

于零，即

请同学们

试着写出

三阶行列

式的其他

表 达 形

式，雨课

堂回答。

培养学生

思 维 能

力。



i j i j in jna A a A a A   + + +L
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， i j¹ .

或

i j i j ni nja A a A a A   + + +L

n

ki kj
k
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=

= =å
， i j¹ .

【证】 只需证行的情形. 在行列式
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a a a
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a a a
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中将第 j行元素都换成第 i行元素，得到行列式

n

i i in

i i in

n n nn

a a a
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D

a a a
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=

L
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L
.

显然D的第 j行元素的代数余子式与 D的第 j行元素的代数余子式完全相同.将

D按第 j行展开，并注意到D有两行完全相同，得到

i j i j in jnD a A a A a A     = + + + =L
，

综上可得，代数余子式有如下性质：

,
,

n

i j i j i n j n ik jk
k

D i j
a A a A a A a A

i j   
 

L
=

ì =ïï+ + + = =íï ¹ïî
å

或

,
,

n

i j i j ni nj ki kj
k

D i j
a A a A a A a A

i j   
 

L
=

ì =ïï+ + + = =íï ¹ïî
å

推论 行列式一行（列）的各元素与另一行（列）对应各元素的代数余子

式乘积之和为零，即



 jiAaAaAa jninjiji  02211 

按列：  jiAaAaAa njnijiji  02211 

结合定理及推论，得

,
1

ij

n

k
jkki DAa 



,
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k
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，其中 .
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【例 2.6】计算行列式 .

a
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D
c

d
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【解】利用行列式的性质将第一列消出尽可能多的零元素，得

a ab a
b b

r ar
c c

d d
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此时第一列仅含一个非零元素，将行列式按第一列展开，得
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【例 2.7】 计算行列式 n
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，其中 n ³ .

【解】将行列式按第一列展开，得
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x
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课堂讨论
同学们小
组讨论，
行列式按
什么样的
一行或一
列展开计
算量最
小？能够
将一个行
列式化成
易于展开
的形式
吗？慕课
平台回答
讨论结
果。

能力培养
请同学们
观察，照
到该行列
式的特
点，如何
展开？培
养逻辑思
维能力。



( )n n nx y += + - .

【例 2.8】．证明范德蒙行列式
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其中，记号“ ”表示全体同类因子的乘积.

证 用归纳法

因为  12
21

2

11
xx

xx
D  

2 1
i j

i j

x x
  



所以，当 2n  时，（4）式成立.

现设（4）式对 1n 时成立，要证对n时也成立.为此，设法把 nD 降阶；从

第n行开始，后行减去前行的 1x 倍，有

     

     

2 1 3 1 1

2 2 1 3 3 1 1

2 2 2
2 2 1 3 3 1 1

1 1 11
0
0
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n nn

n n n
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x x x x x x
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（按第一列展开，并提出因子 1xxi  ）
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  1n 阶范德蒙行列式

由假设

        2 1 3 1 1
2

n i j
n i j

x x x x x x x x
  

    =  
1

i j
n i j

x x
  



思政元素：范德蒙行列式与通信安全



一、 回顾和小结

1.复习行列式的性质

2. 余子式和代数余子式的概念;

3. 行列式按行（列）展开;

四、 复习思考与作业

思考题：

设: ,

n001

0301
0021
n321

Dn










求第一行各元素的代数余子式之和

作业题：

习题 2.3:4（2）(4）;5(1)(3)(5)

第（ 8 ）次课

教学章节 第二章 第 2.4, 2.5 节 学时 2 学时



教材和
参考书

7. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教

学用书）

8. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书）

9. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考）

10. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley

Cambridge Press，2009. （教学参考）

11. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考）

12. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1. 教学目的：了解克拉默法则的内容,了解克拉默法则的证明,会利用克拉默法则求解含有

n个未知数n个方程的线性方程组的解；培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力；了

解方阵的行列式,方阵的行列式满足下列运算性质；伴随矩阵的概念，可逆的判定，利

用伴随矩阵求逆矩阵，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力；。

2. 教学重点：克拉默法则的应用；伴随矩阵，利用伴随矩阵求逆矩阵；

3.教学难点：克拉默法则的应用；利用伴随矩阵求逆矩阵.

5. 教学内容：克拉默法则；方阵的行列式。

6. 时间安排：2学时；

7. 教学方法：讲授与讨论相结合；

8. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.行列式的产生原因；

2.为什么学习行列式的性质？

3.行列式符号里面的数表是什么形状的，本质是什么？

课中检测，并探讨重点、难点知识点

多种形式的课堂讨论：

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


①启发式提问引起课堂讨论：行列式的特点是什么，它对应什么样的方程组？

②提问预习结果：是否只有方阵才有对应的行列式值？

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第四节 行列式与克莱姆法则

二、 案例导引：

在讨论未知数个数和方程个数相等的线性方程组的解时，我们引入了二阶、

三阶行列式，并给出了方程组的解。那么 n 个未知数 n 个方程的线性方程组呢?如何用行列

式进行求解?

含有n个未知数 n21 xxx ,...,, 的n个方程的线性方程组
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bxaxaxa
bxaxaxa
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222222121

11212111

三、 浸入式学习与价值引领

1. 克拉默法则

定理 1（Cramer 法则）如果线性方程组(1)的系数行列式不等于零 ,即

nnn

n

aa

aa
D






1

111

 0 ,

则方程组(1)有且仅有一组解：

D
Dx 1

1  ,
D
Dx 2

2  ,… ,
D
Dx n

n 

其中  njD j ,...,2,1 是把系数行列式D中的第 j列的元素用方程组右端的常数

列代替 ,而其余列不变所得到的n阶行列式

前测：

还记得我

们这一章

的 初 衷

吗？为什

么中间去

研究行列

式性质和

按行按列

展开法则

去了？请

同学们画

出本章的

思 维 导

图，慕课

平 台 提

交。
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当 nbbb ,...,, 21 全为零时,即
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称之为齐次线性方程组.显然 ,齐次线性方程组必定有解

( 0,...,0,0 21  nxxx ）.

根据克拉默法则,有

1．齐次线性方程组的系数行列式 0D 时 ,则它只有零解（没有非零解）

2．反之,齐次线性方程组有非零解 ,则它的系数行列式 0D .

【证】将方程组

,
,

,

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
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简写成

n

ij j i
j
a x b

=

=å


， , , ,i n= L .

下面首先证明当D¹ 时， j
j

D
x

D
=

，
, , ,j n= L 是方程组的解.将 jD 按第 j

列展开，得

n

j j j n nj s sj
s

D b A b A b A b A
=

= + + + =å   


L ， , , ,j n= L .

其中 sjA 为 D中 sja 元素的代数余子式， , , ,s n= L .再将 j
j

D
x

D
= ， , , ,j n= L .

式代入
n

ij j i
j

a x b
=

=å


， , , ,i n= L . 的第 i个方程的左边，得

( )
n n n

j
ij ij s sj
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D
a a b A

D D= = =

=
  

 ( )
n n

ij sj s
s j

a A b
D = =
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iD b

D
=


ib= ，（ , , ,i n= L ）.

式 j
j

D
x

D
= ， , , ,j n= L . 为方程组的一个解.现在证明解的唯一性：不妨设方

课堂互动
请同学思
考讨论用
克拉默法
则求的方
程组的
解，解有
几种可
能？



程组的任意一个解为 l lx k= ， , , ,l n= L ，于是有
n

ij j i
j

a k b
=

=å ， , , ,i n = L

依次用 , , ,l l nlA A A  L 乘上式中的各式并相加，得

( )
n n n

il ij j i il l
i j j

A a k b A D
  = = =

= = .

注意到

( ) ( )
n n n n n n

il ij j il ij j ij il j l
i j i j j i

A a k A a k a A k k D
     = = = = = =

= = = ，

因此有 l lk D D= ，从而有 l
l

Dk
D

= ， , , ,l n = L .

2. 用克拉默法则求解线性方程组

【例 2.9】求解线性方程组

,
,
,
.

x x x x
x x x
x x x x
x x x
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【解】方程组的系数行列式为
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于是由 Cramer 法则知该方程组有唯一解.由
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    ，

D
-

= =

-



   
   


   
    ，

D

-

= =

   
   


   
    ，

D

-
-

= =-

-



   
   


   
    ，

得该方程组的唯一解为

, ,x x= = 



 ,x x= =-  .



【注】 克莱姆法则的意义主要在于建立了线性方程组的解和已知的系数以及常

数项之间的关系．它主要适用于理论推导．注意：

1. 克莱姆法则的条件：n个未知数 ,n个方程 ,且 0D
2. 用克莱姆法则求解方程组运算量大一般不采用它求解方程组。

第五节 行列式与方阵

一、 案例导引：

行列式是什么？是数，是速记符号。行列式符号，里面是什么？是方形数

表，是方阵。二者有什么关系？

二、 浸入式学习与价值引领

1. 方阵的行列式定义

定义 设 n阶方阵
( )ija=A

，称

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

  

  

 

L
L

M M M
L

为矩阵 A 的行列式，记为
A
或

det A .

2. 运算性质

设 A，B 为n阶方阵，则方阵的行列式满足下列运算性质：

（1）
nk kA A=

，其中 k 为常数；

（2）
TA A=

；

（3）
nn =A A
, 其中 n为常数；

（4）当 A可逆时，
 -- =A A
；

（5）
AB A B=

;

（6）设 A，B 为n阶方阵，B 为m阶方阵，则

÷ç ÷ =ç ÷ç ÷ç
A C

A B
O B

.

【证】下证性质（5）.设 A ( )ij n na ´=
， B ( )ij n nb ´=

，构造行列式



n

n nn
n

n

n nn

a a

a a
D

b b

b b

 




 



 

 
 

 

=
-

-

L L
M M M M

L L
L L

M M M M
L L ，

D= A B
.记

( )ij n nc ´= =C AB
，即

,
n

ij ik kj
k

c a b
=

=å
其中 , , , , .i j n = L 根据行列式的

性质可得

nD , , ,

n

n j k kj
k

c c b

j n



 

+
=

+

=

å

L

n n

n nn n nn

a a c c

a a c c

   

 

   

   

-

-

L L
M M M M

L L
L L

M M M M
L L

( )n
n n

n nn n nn

a a c c

a a c c

   

 

   

   


-

-
= -

L L
M M M M

L L
L L

M M M M
L L ( )n= - -E C = C ，

因此有
=C A B

，即
=AB A B

成立.

性质（5）还可推广到多个同阶方阵相乘的情形：

m m

i i
i i 

A A
= =

=
.

此外，关于初等矩阵的行列式，有如下性质：

（1）初等矩阵的行列式非零，且有
det ij =-E

，det ( )i c c = ¹E ，
det ( )ij k =E 

.

（2）若 P 为初等矩阵，则det( ) det det=PA P A .

定义（奇异方阵）若n阶方阵 A的行列式 A 不等于零，则称 A为非奇异方阵，

否则称为奇异方阵.

3. 伴随矩阵与逆矩阵

定义 设n阶方阵
( )ija=A

，称矩阵



( )
n

Tn
i j

n n nn

A A A
A A A

A

A A A

÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷=ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç

  

  

 

L
L

L L L L
L

为矩阵 A的伴随矩阵，记为
*A ，其中 i jA 是矩阵 A中元素 i ja 的代数余子式.

定理 设 A为n阶方阵，则
* *AA A A A E= = .

【证】
* =A A

n

n

n n nn

A A A
A A A

A A A

  

  

 

÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç

L
L

L L L L
L

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

  

  

 

÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç

L
L

M M M
L

÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= =ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç
O

A
A

A E

A
，

同理可得
* =AA A E ，因此

* *= =AA A A A E .

定理 n阶方阵 A可逆的充分必要条件是 ¹A ，且

* - =A A
A .

【证】必要性：因为 A可逆，即存在
-A 
，使得

- =AA E
，两边取行列式得

- = =A A E 
，

所以 ¹A .

充分性：当 ¹A 时，由
* *= =AA A A A E 可得

* *= =A A A A E
A A
 

.

由可逆矩阵的定义可知 A可逆且

* - =A A
A .

定理给出了求可逆矩阵的逆矩阵的一种重要方法，且指出方阵的行列式的值是

刻画方阵可逆的一个重要工具. 显然，矩阵可逆的充要条件是它为非奇异矩阵.



【例 2.10】设矩阵

  
  
  

÷ç ÷ç ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç ÷÷ç
A

，问该矩阵是否可逆；若可逆，求出其逆矩阵.

【解】由于 A = ¹ ，故 A可逆. A 中各元素的代数余子式分别为

( ) , ( ) , ( )A A A+ + += - = = - =- = - =     
  

     
     

     

( ) , ( ) , ( )A A A+ + += - = = - =- = - =     
  

     
     

     

( ) , ( ) , ( )A A A+ + += - =- = - = = - =-     
  

     
     

      .

从而得

*

- ÷ç ÷ç ÷ç ÷= - -ç ÷ç ÷ç ÷÷ç -

A
  
  
  

，

因此所求逆矩阵为

- *

- ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç= = - - ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç -

A A
A



  
  


 
  

.

【例 2.11】设矩阵
( )A i ja ´=  满足

*A AT= ，其中
*A 为 A的伴随矩阵， AT

为 A

的的转置矩阵.若 , ,a a a  为三个相等的正数，求 a的值.

【解】由于
*A AT= ，所以 i j i ja = A

，又
*AA A E= ，

A A A AT= = 

，

因为 A a A a A a A a= + + = >
       ，所以 A =，即

a



=
，故

a



=
.

三、 回顾和小结

1.克莱姆法则。

2.方阵的行列式.

3.伴随矩阵的概念

4.可逆判定及求逆矩阵.



四、复习思考与作业

思考题：

设: ,

n001

0301
0021
n321

Dn










求第一行各元素的代数余子式之和

思考题：

所有的可逆矩阵都可以用伴随矩阵求逆矩阵，但计算量较大，还记得有什

么好方法吗？

作业题：

习题 2.5 第 1,2,3,5（2,4），6

第（9）次课

教学章节 第二章第 2.6节，第二章习题课 学时 2学时

教材

和参考书

1.姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2.崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习题课

用书）

3.David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教学

参考）

4.Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，2009.

（教学参考）

5.Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参考）

6.黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008. （教

学参考）

7.刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


1.教学目的：了解行列式的实际应用，了解数学软件计算行列式，第二章知识复习。

2.教学重点：第二章复习；

3.教学难点：特殊行列式的计算。

4.教学内容：行列式的应用，行列式复习；

5.时间安排：2学时；

6.教学方法：例证法、启发诱导法、讲授法与讨论相结合；

7.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+北化在线测试。

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习第二章内容；

2.整理作业问题：

3.做第二章思维导图

课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.第二章知识点复习，雨课堂完成第二章典型习题；

2.翻转课堂

学生讲解作业（一题多解）

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

2.6 行列式的应用及 MATLAB 计算举例

本节将给出二阶，三阶行列式的几何解释，即用二阶行列式求平行四边形的

面积，用三阶行列式求平行六面体的体积.

在平面上，令向量 ( , )a a α = ， ( , )a a β = ，则二阶行列式

a a
D

a a
 

 

=

的绝对值在几何上表示由向量α ，β 为邻边构成的平行四边形的面积.事实上，由

初等数学平面向量知识，平行四边形的面积为

能力培
养

培养逻辑
思维能力



( )sin ( , ) ( )S


  
 

α βα β α β α β α β α β
α β
×

= Ð = - = - ×

( )( ) ( )a a a a a a a a    
       = + + - +

( )a a a a a a a a D
       = - = - = .

令向量 ( , , )x y z  α = ， ( , , )y y y  β = ， ( , , )z z z  γ = ，则三阶行列式

x y z
D x y z

x y z

  

  

  

=

的绝对值在几何上表示由向量α ，β ，γ 为棱的平行六面体的体积.一个平行六面

体可以由它的过同一顶点的三条边完全确定，这三条边可以用顶点为起点的三个

向量来表示，因而这三个向量就完全确定了平行六面体的形状和大小.

以向量α ， β 为邻边构成的平行四边形作为底面，其底面积为 S α β= ´ ，

而这个底面上的高是 cos ( , )h γ α β γ= ，于是得平行六面体的体积为

V α β= ´ cos ( , )γ α β γ ( )α β γ= ，

根据向量混合积的计算公式得

x y z
V D x y z

x y z
= =

  

  

  

.

2.6.2 行列式计算的 Matlab 实现举例

【例 2.17】 求解符号行列式方程
2

2

3 2 1 1
3 2 2 1
5 1 3 2

7 1 3 2

x

x

-

-

0 .

【解】 计算行列式的值，得

2 2
2 1

4 3
2 2

3 2 1 1 3 2 1 1
3 2 2 1 0 0 1 0
5 1 3 2 5 1 3 2

7 1 3 2 2 0 0 0

r rx x
r r

x x

- -

- -




2 3 2

2

3 2 1
( 1) (1 ) 5 1 2

2 0 0
x

x

  


和解决问
题能力



2 2 2 22 1
(1 )(2 ) 3( 1)(2 )

1 2
x x x x       .

解方程得到

1x   , 2x   .

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容：

syms x % 定义 x 为符号变量

A=[3,2,1,1;3,2,2-x^2,1;5,1,3,2;7-x^2,1,3,2]; %定义矩阵 A

D=det(A) % 计算矩阵 A 的行列式 D

D =

-6+9*x^2-3*x^4 %A 的行列式值

f=factor(D) % 对多项式 D 进行因式分解

f =

-3*(x-1)*(x+1)*(x^2-2)

% 从因式分解的结果，可以看出方程的解

X=solve(D) % 求方程“D＝0”的解

X = -1

1

2^(1/2)

-2^(1/2)

【例 2.18】 利用克莱姆法则求解下列线性方程组的解.

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8,
3 6 9,

2 5,
4 7 6 0.

x x x x
x x x
x x x

x x x x

   
   
    
    

【解】 计算下列行列式，得

能力培
养

培养运用
所学知
识，解决
问题能力



1 2

3 4

2 1 5 1
1 3 0 6

4 0
0 1 1 2
1 4 7 6
8 1 5 1 2 8 5 1
9 3 0 6 1 9 0 6

48 108
5 1 1 2 0 5 1 2

0 4 7 6 1 0 7 6
2 1 8 1 2 1 5 8
1 3 9 6 1 3 0 9

24 = 52.
0 1 5 2 0 1 1 5
1 4 0 6 1 4 7 0

D

D D

D D

，

， ，

，


 

   



 
  

     
   

 


  

   
  



则非齐次线性方程组有唯一解

31 2 4
1 2 3 412 27 6 13.DD D Dx x x x

D D D D
        ， ， ，

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容：

能力培
养

培养学生
的计算能

力



A=[2,1,-5,1;1,-3,0,-6;0,1,-1,2;1,4,-7,6]; % 输入系数矩阵 A

A1=A; A2=A; A3=A; A4=A; b=[8,9,-5,0];

% 将 A赋值给不同变量，b 为常数项，为求 iD 准备

D=det(A); %求|A|

A1(:,1)=b ; % 将 A 中第 1 列替换为向量 b

D1=det(A1); x1=D1/D % 求 1D 继而求 1x

x1 = % 运行求出 x1 的值

12

A2(:,2)=b ; % 将 A 中第 2 列替换为向量 b

D2=det(A2); x2=D2/D % 求 2D 继而求 2x

x2 = % 运行求出 x2 的值

27

A3(:,3)=b ; % 将 A 中第 3 列替换为向量 b

D3=det(A3); x3=D3/D % 求 3D 继而求 3x

x3 = % 运行求出 x3 的值

6

A4(:,4)=b ; % 将 A 中第 4 列替换为向量 b

D4=det(A4); x4=D4/D %求 4D 继而求 4x

x4 = % 运行求出 x4 的值

-13

第二章 复习及典型习题

一、知识点网络图

二、考点归纳

定

义

性

质

展

开
余子式

8 个性质

代数余子式

能力培
养

培养学生
计算能
力，分析
能力，知
识运用能

力

能力培
养

培养学生
分析问题
能力和计
算能力



1. 行列式的概念:

n阶行列式

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n
n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a

 




   


1 2

1 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n

n

j j j
j j nj

j j j

a a a 


 是一个由 !n 项

组成的代数和，其中每一项都是取自不同行、不同列的 n个元素的乘积，而这一项前面的符

号取决于排列 1 2, , , nj j j 的逆序数 1 2( , , , )nj j j  ．例如排列 4231 的逆序数为

 4231 0 1 1 3 5      .

当 1n  时， 1 11 11D a a  ．

当 2n  时，
11 12

2 11 22 12 21
21 22

a a
D a a a a

a a
   ．

当 3n  时，

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

31 32 33

3

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

D       .

2. 行列式的性质

(9) 转置不变（所以下面的各条性质对列也成立）．

(10) 换行反号（即交换某两行，则行列式知反号）．

(11) 同行得零（即某两行相同的行列式值为零，此为（2）之推论）．

(12) 倍提性质（即某一行所有元素都乘以同一数 k，等于用 k乘此行列式）．

(13) 零行得零（即有一行元素全为零的行列式值为零）．

(14) 行成比例值为零（由（3）、（4）即知）．

(15) 拆分性质（即某一行元素按均是两数之和，则可拆分为两个行列式之和）．

(16) 倍加不变（即将某行的倍数加到另一行，行列式值不变）．

3. 行列式按行（或列）展开定理

(1) 余子式、代数余子式：在 n阶行列式D中，划去第 i行第 j列的元素 ija 后，余下的 1n 

阶行列式 ijM 称为D中元素 ija 的余子式，称 ( 1)i j
ij ijA M  为 ija 的代数余子式．

例如，在

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a a a a

D
a a a a
a a a a

 中，

11 13 14

22 31 33 34

41 43 44

a a a
M a a a

a a a
 ，  2 2

22 22 221A M M   ．

能力培
养

培养学生
知识总结
能力



21 23 24

12 31 33 34

41 43 44

a a a
M a a a

a a a
 ，  1 2

12 12 121A M M    ．

(2) 行列式按行（或列）展开定理： n阶行列式 nD 按第 i行展开为

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A     1,2, ,i n 

或按第 j列展开为

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A     1,2, ,j n  ．

(3) 行列式某一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式的乘积的和等于零．即

1 1 2 2 0i j i j in jna A a A a A     i j ，

1 1 2 2 0i j i j ni nja A a A a A     i j ．

4. 常用的特殊行列式

(1) 上（下）三角行列式

11

22
11 22 ,

0

n nn

nn

a
a

D a a a

a



  


11

22
11 22

0

.n nn

nn

a
a

D a a a

a

 






(2) 反上（下）三角行列式

1
( 1)

2 1 2
1 2 1 3 2 1

1

( 1) ,

0

n
n n

n
n n n n n

n

a
a

D a a a a

a




 



   


1
( 1)

2 1 2
1 2 1 3 2 1

1

0

( 1) .

n
n n

n
n n n n n

n

a
a

D a a a a

a




   






(3) 范德蒙行列式

1 2
2 2 2
1 2

1

1 1 1
1 2

1 1 1

( ).
n

n n i j
n i j

n n n
n

x x x
D x x x x x

x x x

  

  

  





  


(4) 分块的上（下三角行列式）



0A
D A B

C B
   ,  

0
1 mnA

D A B
B C

    ,其中 ,m n为 ,A B的阶数.

三、真题点击

题型一 有关行列式的概念和性质的题目

【例 1】（2004）设

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a
a a a M
a a a

  ，则行列式

11 12 13

31 32 33

21 22 23

2 2 2
2 2 2
2 2 2

a a a
a a a
a a a

  
   
  

【 】.

A.8 B.2 C. 2 D. 8M M M M 

【答案】A. 本题考察行列式的倍提和换行反号性质。

【例 2】（2003）年真题. 行列式

2 1 2
1 1 1
0 2 0

0 1

x x
x

x
x x




 

展开式中
4x 的系数是【 】.

A.2 B . 2 C.1 D. 1 

【答案】A.本题考察行列式的定义. 提示：展开式中的一般项是 1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1) j j j j
j j j ja a a a ，

第 1 行中含 x为因子的元素有： 13 14, 2a x a x  ；第 2 行中含 x为因子的元素有： 23a x ；

第 3 行中含 x为因子的元素有： 32a x ；第 4行中含 x为因子的元素有： 41 44,a x a x   .

于是，含
4x 的项只有：  6(4321) 4

14 23 32 41( 1) 1 2 2a a a a x x x x x       ，故正确选项为 A.

【例 3】（2007）行列式

1 0 1
0 1 1
1 1 0
1 0 1

x
x

x
x

展开式中的常数项为【 】.

A.4 B.2 C.1 D.0

【答案】D. 本题考察行列式定义和性质. 提示：由行列式定义可知，所给行列式的展开式

是关于 x的多项式函数  f x ，因此其常数项  0f ，而  

0 1 0 1
0 1 0 1

0 0
1 0 1 0
1 0 1 0

f   ,故正确

选项为 D。

能力培
养

培养学生
知识总结
能力



【例 4】（2009）不恒为零的函数

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( )
a x b x c x

f x a x b x c x
a x b x c x

  
   

  

A. 没有零点 B. 至多有 1个零点 C. 恰好有 2 个零点 D. 恰有 3 个零点.

【 答 案 】 B. 提 示 ： 利 用 行 列 式 的 倍 加 性 质 得 到 ，

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 1 3 1 3 1

( )
a x b x c x a x b x c x

f x a x b x c x a a b b c c
a x b x c x a a b b c c

     
       

     
，再由行列式的定义可知，

 f x 至多是 x的一次函数，因此  f x 至多有 1 个零点.

三、回顾和小结

10． 1．应用案例讲解；

11． 2．第二章知识复习；

3.典型习题讲解；

四、复习思考与作业

思考题：

设 , ,a b c是方程
3 2 4 0x x   的三个根，则行列式

a b c
b c a
c a b

的值等于【 】．

A.1 B.0 C. 1 D. 2 

【答案】B. 本题考察一元三次方程根与系数的关系、行列式的倍加性质、0 行得 0性质。提

示：由题意和根与系数的关系知， 0a b c   ．于是

1 2 3

0 0 0
1 1 0

a b c a b c a b c a b c
b c a r r r b c a b c a
c a b c a b c a b

     
     

作业题：

北化在线平台测试

Mooc 平台单元测试

能力培
养

培养学生
分析问题
能力和计
算能力和
概括总结
能力

第（10）次课



教学章节 第三章 第 3.3 节 学时 3学时

教材
和参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press，

2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学

参考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.（教

学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的：了解子式，非零子式，最高阶非零子式概念，掌握矩阵秩的定义,会求矩阵的

秩.通过思政案例培养家国情怀、树立文化自信，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力，

初步培养用矩阵及数学软件解决实际问题的能力。

2.教学重点：求矩阵的秩；

3.教学难点：求矩阵的秩

1. 教学内容：矩阵的秩，初等行变换求矩阵的秩；

2. 时间安排：2学时；

3. 教学方法：讲授与讨论相结合；

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试.

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.请查阅字典，看看秩都有什么意思；

2.猜猜，矩阵的秩会是什么？它在矩阵中的地位如何？

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.预习情况考察：什么是矩阵的秩？

2.启发式学习：矩阵的秩这们重要，它会和课程里的那些内容相关呢？

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第三节 矩阵的秩

一、 案例导引：

前面对矩阵进行初等行变换，我们发现，最终得到的阶梯形及简化行阶梯

形中非零行的行数是不变的。非零行的行数有什么特殊的含义呢？

二、浸入式学习与价值引领

1. 矩阵的秩定义

定义 在 nm 矩阵 A中任取 k行 k列 ）（ nkmk  , ,位于这些行列交叉处的

2k 个元素,不改变它们在 A中所处的位置次序而得到的 k阶行列式,称为矩阵 A

的 k阶子式.

nm 矩阵 A的 k阶子式共 k
n

k
m CC  个.

定义 如果在矩阵 A中有一个不等于零的 r阶子式 D，且所有的 1r 阶子

式都等于0 , 则称 D为 A的一个最高阶非零子式.数 r称为矩阵 A的秩，矩阵 A

的秩记成 )(AR . 零矩阵的秩规定为 0 .

注: 若矩阵 A有一个 s阶子式不等于零，则  R sA ；若矩阵 A的所有 1t 

阶子式全为零，则  R tA ．矩阵的秩是其非零子式的最高阶数．

2. 秩的性质

定理 矩阵的秩具有如下性质：

（1）   1A AO R   ；

（2）对于m n 矩阵 A，有  0 R A min ( , )m n ；

（3）    = TR RA A ；

前测

同学们可

以上网查

一下，秩

在汉语中

有哪些含

义 ？ 猜

猜，矩阵

的秩什么

意思？

能力培养

培养逻辑

思维和抽

象思维能

力



（4）设 k为非零常数，则    R k RA A ；

（5）对于n阶方阵 A，  0 R n  A A ．

【例 3．3】求下列矩阵的秩：

1 2
2 4
 

  
 

A ，

1 2 0 3
2 4 1 0
3 6 0 9

 
   
 
 

B ，

1 1 2 1 4
0 1 1 1 0
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

C ．

【解】对于矩阵 A，因为
1 2

0
2 4

 ，且有一阶非零子式，所以  =1AR ．

矩阵B 共有四个三阶子式，分别为

1 2 0
2 4 1 0,
3 6 0


1 2 3
2 4 0 0,
3 6 9


1 0 3
2 1 0 0,
3 0 9


2 0 3
4 1 0 0,
6 0 9



所以   3R B ，但有二阶子式
0 3

3 0
1 0

   ，所以   2R B ．

而行阶梯形矩阵C ，显然所有的四阶子式的最后一行都为零，即所有四阶子

式为零，但有三阶子式

1 1 4
0 1 0 3 0
0 0 3

  


，

所以   3R C ．

用定义计算一般矩阵的秩非常麻烦，而求阶梯形矩阵的秩则容易的多：阶梯

形矩阵的非零行数就是矩阵的秩．

3. 矩阵的秩与矩阵的初等变换

问题：阶梯形矩阵的秩易求，任意矩阵经过初等变换可化为阶梯型，经过初

等变换矩阵的秩变吗？

定理 初等变换不改变矩阵的秩.

【证】由于交换两行（列）或用非零数乘某一行（列），都不改变子式是否

为零的性质，因此对矩阵施行换法变换和倍法变换都不改变矩阵的秩．下面仅就

行施行消法变换的情况给予证明．设

能力培养

请同学总

结矩阵秩

的求法，

慕课平台

讨论区。



11 12 1 11 1

1 2 1 1

1 2 1

1 2 1

n n

i i in i j in jn

j j jn j jn

m m mn m mn

a a a a a

a a a a ka a ka

a a a a a

a a a a a

   
   
   
    
   

     
   
   
   
   
   

 
      

 
      

 
      

 

A B

且 A的秩为 r，先证  R B   R A ．设C为B 的任意一个阶数大于 r的 s阶

子式，则C有以下三种情形：

(1) C不包含第 i行；

(2) C既包含第 i行又包含第 j行；

(3) C只包含第 i行不包含第 j行．

若是情形(1)，则C也是 A的一个 s阶子式；若是情形(2)，则由行列式的性

质知，C与 A的一个相应的 s阶子式相等，由于 A的秩为 r，而 s > r，因此，两

种情形都有 0C  ．若是情形(3)，则由行列式性质知，

C = 1 1i j in j na ka a ka 
  


  

= 1 1i i n j j na a k a a
     

 
     

，

右端的两个行列式都是矩阵 A的 s阶子式，最多相差一个符号．由于 A的秩

是 r，故这两个子式都等于零．因此， 0C  ．这就是说，矩阵B 中阶数大于 r的

子式都等于零，因此  R B   R A ．

反过来，矩阵 B 也可经行初等变换变成 A ，从而有  R A   R B ，故

 R B   R A ．

由于    = TR RA A ，所以对列施行初等变换也不改变矩阵的秩．

总结：初等变换求矩阵秩的方法：

把矩阵用初等行变换变成为行阶梯形矩阵，行阶梯形矩阵中非零行的行数就

是矩阵的秩.



【例 3．4】设矩阵

1 1 2 1 0
2 2 4 2 0
3 0 6 1 1
2 1 4 2 1

 
   
 
 
 

A ，求  R A ．

【解】对矩阵施行初等变换，得

1 1 2 1 0
2 2 4 2 0
3 0 6 1 1
2 1 4 2 1

 
   
 
 
 

A
2 1
3 1

4 1

2
3
2

1 1 2 1 0
0 0 0 4 0
0 3 0 4 1
0 3 0 0 1

r r
r r
r r





 
  
 
 
 

4 3
3 2

r r
r r



1 1 2 1 0
0 3 0 0 1
0 0 0 4 0
0 0 0 0 0

 
 
  
 
 
 

B ，

矩阵B 中非零行的行数是 3，所以  R B   R A 3 ．

【例 3．5】设 A为可逆矩阵，B 为n m 矩阵，则    R RAB B ．

【证】若 A为可逆矩阵，则存在初等矩阵 1 2, , sP P P 使得 1 2 s Α P P P ，于

是 1 2 s ΑB P P P B ，即 AB 是 B 经 s次初等变换得到，根据定理 3．3 可知

   R RAB B ．

思政元素

三、回顾和小结

1.一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示

2.初等行变换求解线性方程组

3. 矩阵秩的定义；

4. 利用初等行变换求矩阵的秩

四、复习思考与作业



思考题：

总结一下，秩与方程组的解有什么关系？

作业题:

习题 3.3： 第 3（2）；4题

第（11）次课

教学章节 第三章 第 3.1,3.2 节 学时 2学时

教材
和参考书

7. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

8. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书）

9. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考）

10. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley

Cambridge Press，2009. （教学参考）

11. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014.

（教学参考）

12. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008.

（教学参考）

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的：了解一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示，掌握初等行变换求解线性方程

组的方法，通过思政案例培养家国情怀、树立文化自信，培养学生逻辑推理能力及抽象思维

能力，初步培养用矩阵及数学软件解决实际问题的能力。

2.教学重点：初等行变换求解线性方程组；

3.教学难点：初等变换求线性方程组的解。

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


5. 教学内容：初等行变换求解线性方程组

6. 时间安排：2学时；

7. 教学方法：讲授与讨论相结合；

8. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试.

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习初等变换将矩阵化为阶梯型和简化行阶梯型矩阵；

2.阶梯型矩阵对应的方程组是什么样的，简化行阶梯型呢？它们与原方程组的解有什么关

系？

课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.启发式教学：方程组长什么样子好求解？能对初始方程组变形吗？，解会变吗；

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第一节 一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示

一． 案例导引：

回顾【例 1.6】《九章算术∙方程》 今有：

上禾三秉, 中禾一秉, 下禾二秉, 实四十斗；

上禾二秉, 中禾一秉, 下禾三秉, 实三十一斗；

上禾一秉, 中禾三秉, 下禾二秉, 实二十四斗；

问 上、中、下 禾 实一秉各几何?

【解】 设上禾实一秉 x 斗，

中禾实一秉 y 斗，

下禾实一秉 z斗,

则有三元一次线性方程组

板书演示九章算术求解方程组的过程，树立文化自信。

思政元素

九章算术

第八章方

程 章 用

了初等变

换的原理

求解方程

组，培养

学生的文

化自信。

3 2 4 0
2 3 3 1

3 2 2 4

x y z
x y z

x y z

  
   
   

3 1 2 4 0
2 1 3 3 1
1 3 2 2 4

 
 
 
 
 

°A 



一、 浸入式学习与价值引领

1. 线性方程组的基本概念

线性方程组的一般形式如下：

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







（3．1）

其中 jx 是未知量， ija 是系数， jb 是常数项， 1,2, , , 1,2, , .i m j n  

当常数项 1 2, , , mb b b 中至少有一个不为零时，称式（3．1）为非齐次线性方程组

当常数项全部为零，即 1 2 0mb b b    时，方程组（3．1）为

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0,
0,

0,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







（3．2）

称方程组（3．2）为齐次线性方程组，也称为与方程组（3．1）对应的齐次线

性方程组，或称为方程组（3．1）的导出组．

若将数组 1 1 2 2, , , n nx c x c x c   代入方程组（3．1），得到m个等式

i1 1 2 2i in n ia c a c a c b   ( 1, 2, , )i m  ，

则称这个数组为方程组（3．1）的一个解．

定义 3．1 将线性方程组（3．1）的所有解组成集合称为解集合；解集合为空

集时的方程组称为不相容的方程组，也称该方程组无解；如果非空的解集合只

有一个元素，则称该方程组的解具有唯一性；解集合相同的线性方程组称为同

解方程组．

定义 3．2 当线性方程组有无穷多个解时，其所有解的集合称为方程组的一般

解（或通解）．解集合中一个特定元素称为该方程组的具体解（或特解）．

定义 3．3 所有未知量均取零的解称为该方程组的零解．未知量不全取零的解

称为该方程组的非零解．

小结：

课堂讨论

齐次线性

方程组一

定 有 解

吗？为什

么？你能

找到他的

一 个 解

吗？慕课

平台讨论

区回答。



任何一个齐次线性方程组都有零解；若齐次线性方程组有非零解，则解不唯一．

2. 线性方程组的矩阵表示

任何一个线性方程组与它的增广矩阵一一对应，在线性方程组（3．1）式中，

若记

11 12 1

21 22 2

1 2

A

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，   

11 12 1 1

21 22 2 2
( 1)

1 2

A = A b

n

n
m n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

 

 
 
 
 
 
 




    


则矩阵 A称为该方程组的系数矩阵，矩阵 A称为该方程组的增广矩阵．

再记

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 
 
 
 


,

1

2b

m

b
b

b

 
 
 
 
 
 


，

0
0

0

0

 
 
 
 
 
 


，则方程组（3．1）和（3．2）分别可表

示为如下矩阵形式

AX b （3．3）

和 0AX  （3．4）

3. 线性方程组的求解与矩阵的初等行变换

利用高斯消元法求解线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 ,
2 3 4,

1.

x x ax b
x x x
x x

  
   
  

【解】本题为叙述方便，将对应方程组的增广矩阵及其相应的初等变换写在

该方程组的右边．

原方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 , 2 3
2 3 4, 1 2 3 4

1 1 0 11,

x x ax b a b
x x x

x x

            
     

A ．

首先完成逐步消元过程：

第一步：对原方程组，首先挑选一个含变量 1x 的方程作为第一个方程（称为

保留方程），然后消去除保留方程之外的其余方程中的变量 1x ．为计算方便，交

换原方程组中的第一、第三两个方程的位置，得到

能力培养

请同学们

比较九章

算术方程

组求解和

初等变换

求解方程

组 的 异

同。培养

逻辑思维

能力。



 
1 2

1 2 3

1 2 3

1,

I 2 3 4,
2 3 ,

x x

x x x
x x ax b

  
   
   

 1 2
1

1 1 0 1
1 2 3 4
2 3

r r

a b



 
 

   
 
 

A A

．

把方程组（I）中的第一个方程的-1 倍加到第二个方程上，再将第一个方程

的-2 倍加到第三个方程上，得到

 
1 2

2 3

2 3

1,

II 3 3,

2,

x x

x x

x ax b

  
  


  

 2 1
3 12

1 2

1 1 0 1

0 1 3 3 .
0 1 2

r r
r r

a b




 
 

   
  
 

A A

第二步：对方程组（II），掩盖住保留的第一个方程，对其余的两个方程，

挑选一个含变量 2x 的方程作为第二个方程（这已是第二个保留方程了），然后消

去第三个方程中的变量 2x ．为此，把方程组（II）中第二个方程的-1 倍加到第三

个方程上去，得到

 
1 2

1 2 3

3

1,

III 3 3,

( 3) 5,

x x

x x

a x b

  
  


  

 3 2
2 3

1 1 0 1

0 1 3 3 .
0 0 3 5

r r

a b



 
 

   
   
 

A A

为减少计算量，第二步也可以这样做：对方程组（II），掩盖住保留的第一个方

程，对其余的两个方程，挑选一个含变量 2x 的方程作为第二个方程（这已是第二

个保留方程了），然后消去除了第二个保留方程之外的其它两个方程中的变量

2x ．为此，把方程组（II）中第二个方程的-1 倍分别加到第一个和第三个方程上

去，得到

 
1 3

2 2 3

3

3 2,

III 3 3,

( 3) 5,

x x

x x

a x b

    
  


  

 1 2
3 2

3 2

1 0 3 2

0 1 3 3 .
0 0 3 5

r r
r r

a b




  
 

   
   
 

A B

显然，方程组  2III 比  1III 更简化．本题至此，已将原方程组化为三角形方程组，

也称为原方程组的保留方程组．此时注意到对应的系数矩阵都是行阶梯形矩阵．

再逐步完成回代过程：

应从保留方程组  1III 或  2III 的最后一个方程入手．因为这个方程

3( 3) 5a x b   （3．6）

中含有参数，需要分情况讨论：



（1）当 3a  时，一元一次方程（3．6）有唯一解： 3
5
3

bx
a





；将其代入  1III

或  2III 的第二个方程解得： 2
3 3 6

3
a bx
a
 




；再将 2x 和 3x 代入  1III 或  2III 的第

一个方程，解得 1
2 3 9

3
a bx
a

  



．从而得到，在 3a  时，原方程组有唯一解

1

2

3

2 3 9 ,
3

3 3 6 ,
3

5 .
3

a bx
a

a bx
a

bx
a

    
  


  

（2）当 3a  ， 5b  时，一元一次方程（3．6）是矛盾方程，也即方程组  1III

或  2III 的第三个方程为矛盾方程，此时，原方程组无解．

（3）当 3a  , 5b  时，方程组  2III 成为

  1 3

2 3

3 2,
IV

3 3.
x x
x x
  

  
（3．7）

从方程组（3．7）看出，每给定变量 3x 的一个取值，可唯一地求出 1 2,x x 的一

组值．由于 3x 可任意赋值，因而方程组（3.7）有无穷多个解，取 3x k ，则原方

程组有无穷多个解，其一般解为

1

2

3

3 2,
3 3,
,

x k
x k
x k

 
   
 

其中 k为任意常数．

4. 初等变换

上述对方程组进行了三种变换：

（1）交换两个方程的位置次序；

（2）用一非零的数乘某一方程；

（3）把一个方程的倍数加到另一个方程上．

称这三种变换为线性方程组的初等变换．

线性方程组的初等变换是“可逆的”，初等变换只是对线性方程组的系数和

常数项进行了运算，而未知量并未参与运算，因而有如下定理：

定理 3．1 对线性方程组的增广矩阵 A作初等行变换得矩阵 B，则 B对应的

课堂互动

请雨课堂

回答，上

述对方程

组的操作

可归结为

几类？

课堂讨论

对一个方

程组施行

消元法化

简为阶梯



非齐次线性方程组与 A对应的非齐次线性方程组是同解的线性方程组．

总结：对一个方程组施行消元法化简为阶梯形方程组的过程，相当于用矩阵

的初等行变换化简它的增广矩阵为行阶梯形矩阵的过程．

【例 3．1】设线性方程组

3 4

2 3 4

1 2 3 4

4

5 2 11,
6 4 2,

8 3 2 2 12,
3 6.

x x
x x x

x x x x
x

 
     
    
  
利用线性方程组的增广矩阵求解．

【解】

 1 3

0 0 5 2 12 8 3 2 2 12
0 6 4 1 2 0 6 4 1 2
8 3 2 2 11 0 0 5 2 11
0 0 0 3 6 0 0 0 3 6

r r

    
          
    
   

    

A

1 1 4

2 2 4

3 1 4

1 1
8 4

1 1
6 6

1 2
5 5

3 1 1 3 3 11 1 0 18 4 4 2 8 4
2 1 1 20 1 0 1 0 03 6 3 3

2 11 0 0 1 0 30 0 1
5 5

0 0 0 1 20 0 0 1 2

r r r

r r r

r r r



 



                                

1 3

2 3 1 2

1
4
2 3
3 8

3 1 1 0 0 0 11 0 0
8 4

0 1 0 0 20 1 0 0 2
0 0 1 0 30 0 1 0 3
0 0 0 1 20 0 0 1 2

r r

r r r r



 

                       ，

以最后一个行简化阶梯形为增广矩阵的线性方程组为

1

2

3

4

1,
2,
3,
2.

x
x

x
x


 
 
  
消元法求解线性方程组的回代过程，是继续将对应的“行阶梯形的”矩阵进

一步化为简化行阶梯形矩阵的过程．将方程组对应的增广矩阵施以初等行变换，

直到化为行简化阶梯形矩阵后再停止，可以得到方程组的最简形式，从而直接得

到方程组的解．

【例 3．2】设线性方程组

形方程组

的过程，

相当于增

广矩阵的

哪个运算

呢？慕课

平 台 回

答。



2 3 5

1 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 3 5

2,
3 2,

1,
2 2 2 2 3 1,

2 1.

x x x
x x x
x x x x x
x x x x x d
x x x

  
        
      

  
（1）利用矩阵的初等行变换求出增广矩阵的一个等价行阶梯形矩阵；

（2）利用（1）的结果求出方程组的解．

【解】（1）对增广矩阵 A施行初等行变换得

 1 5

0 1 1 0 1 2 1 0 1 0 2 1
1 0 1 0 3 2 1 0 1 0 3 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 3 1 2 2 2 2 3 1
1 0 1 0 2 1 0 1 1 0 1 2

r r

d d



   
   
   
           
   

      
   
   

A

2 1
3 1

2 54 12

1 0 1 0 2 1 1 0 1 0 2 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 2
0 1 0 1 1 2 0 1 0 1 1 2
0 2 0 2 1 3 0 2 0 2 1 3
0 1 1 0 1 2 0 0 0 0 1 1

r r
r r

r rr r

d d






   
   
   
     
   

        
   
   

3 2
4 34 2 22

1 0 1 0 2 1 1 0 1 0 2 1
0 1 1 0 1 2 0 1 1 0 1 2
0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 2 2 1 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1

r r
r rr r

d d




   
   
   
       
   

    
   
   

3
4 5 5 4

( 1)

1

1 0 1 0 2 1 1 0 1 0 2 1
0 1 1 0 1 2 0 1 1 0 1 2
0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

r
r r r r

d d


 

   
   
   
    
   
   
      

 A

 1 31 4
2 32 1

2

2 3

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r rr r
r rr r

d d




     
      
    
   
   
   
   

 A A

得到的如上矩阵
1A ，

2A ，
3A 都是增广矩阵的等价行阶梯形，其中

3A 还是行

简化阶梯形矩阵．



（2）以行简化阶梯形矩阵
3A 为增广矩阵的线性方程组为

1 4

2 4

3 4

5

1,
1,
0,
1,

0 ,

x x
x x

x x
x

d

  
    
 

 （3．8）

显然它可以看作是原方程组经过方程组的初等变换得到的同解方程组．但需

要分情况讨论：

（I）当 0d  时，方程组（3．8）第五个方程为矛盾方程，因而此时原方程

组无解；

（II）当 0d  时

1 4

2 4

3 4

5

1,
1,
0,
1.

x x
x x

x x
x

  
  
  
 

（3．9）

1 4

2 4

3 4

5

1 ,
1 ,

,
1.

x x
x x

x x
x

  
  
  
 

原方程组有无穷多个解，其一般解为

1

2

3

4

5

1 ,
1 ,

,
,

1,

x c
x c
x c
x c
x

  
    
 
 

其中c为任意常数，我们也称 4x 为自由未知量．

三． 回顾和小结

1.一般线性方程组的基本概念及其矩阵表示

2.初等行变换求解线性方程组

四．复习思考与作业

思考题：

nm 矩阵 A的 k 阶子式共有多少个？



作业题:

习题 3.1: 第 1 题

第（12）次课

教学章节 第三章 第 3.4 节，第三章习题课 学时
2学
时

教材
和参考书

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015 ；（教学用书）

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习题课用

书）

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教学参考）

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge

Press，2009. （教学参考）

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学

参考）

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008. （教学参

考）

7.刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考）

1.教学目的：理解齐次线性方程组有非零解的充要条件及非齐次线性方程组有解的充要条件；使学

生掌握用行初等变换求线性方程组通解的方法；培养学生的抽象思维能力及分析问题解决问题的能

力。掌握第三章典型习题解法。

2.教学重点：初等变换求线性方程组通解的方法；第三章复习。

3.教学难点：齐次线性方程组有非零解的充要条件及非齐次线性方程组有解的充要条件，第三章典

型习题。

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


4.教学内容：线性方程组有解的判定与求解；第三章典型习题与知识点复习。

5.时间安排：2学时；

6.教学方法：讲授与讨论相结合；

7.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc 平台讨论+测试.

教学设计：

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）：

1.复习第三章；

2.复习秩的概念，简化行阶梯型和秩的关系？

课中检测，并探讨重点、难点知识点

1.增广矩阵中，列、行、非零行个数都代表了什么意思？

2.方程组是否有解和什么有关？

3.第三章复习总结。

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况）

1.布置书后作业，北化在线平台提交；

2.在北化在线平台完成课后测试；

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题；

基本内容 教学反思

第四节 线性方程组有解的判定与求解

一、 案例导引：

方程组与矩阵一一对应，方程组求解可用增广矩阵做初等行变换求解。解的可数

到底取决于什么呢？秩又有什么含义呢？

二、浸入式学习与价值引领

1.齐次线性方程组有非零解的秩法判定及其初等变换法求解

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0,
0,

0,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







设系数矩阵 A的秩为 r，即  AR r ．对 A进行初等行变换和列的换法变换，对应

前测

在慕

课讨

论区

回答

秩与

有效

方程

个数，

与方

程组

解的

个数

有什

么关

系？



的同解齐次线性方程组为

1 1 1 1 1

2 2 1 1 2

1 1

0,
0,

0,

r r n n

r r n n

r r r r r n n

x c x c x
x c x c x

x c x c x

 

 

 

   
    


    




        


（3．11）

它是原方程组的同解方程组．

对方程组的解有以下结论．

（1）若 r n ，则方程组（3．11）为

1 1 1 1 1

2 2 1 1 2

1 1

,
,

,

r r n n

r r n n

r rr r r n n

x c x c x
x c x c x

x c x c x

 

 

 

   
    


    







（3．12）

式右端的n r 个未知量 1 2, , ,r r nx x x   称为自由未知量．

（2） r n ，则方程组（3．11）为

1

2

0,
0,

0,n

x
x

x


 


 



即方程组只有零解．

定理 3．5 用初等变换化线性方程组为阶梯形的同解方程组，保留方程组中方程的

个数是由系数矩阵的秩唯一确定的，与所做的变换无关．

定理 3．6 齐次线性方程组解的情况只有两种可能：只有零解或有非零解．

（1）只有零解的充分必要条件是系数矩阵的秩等于未知量的数目，即
 =R nA

；

（2）有非零解的充分必要条件是系数矩阵的秩小于未知量的数目，即
 R nA

．

推论 3．1当方程个数与未知量个数相等，即m n 时，齐次线性方程组

（1）只有零解的充分必要条件是
0A
．

（2）有非零解的充分必要条件是
0A
．

推论 3．2当方程个数小于未知量个数，即m n 时，齐次线性方程组必有非零解．

【证】因为   min( , )AR m n ，而min( , )m n m ，所以  AR m n  ．故方程组 AX = 

一定有非零解．



【例 3．6】求 k的值，使得齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,
0,

2 0

kx x x
x kx x
x x x

  
   
   

有非零解．

【解】由推论 3．1可知，该齐次线性方程组的系数行列式为零，即

1 1
1 1 0.
2 1 1

k
k  


A

．

由

1 2

2 3

1 1 1 1 0
1 1

1 1 3 1 0 ( 1)( 4),
3 1

2 1 1 2 1 1

k k kr r k k
k k k k

kr r

   
      

 
A

可知 1k   或 4k  时，该齐次线性方程组有非零解．

【例 3．7】求解齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0,
3 0,

2 3 0.

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

【解】对方程组的系数矩阵施行初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵

2 1

3 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 3 0 0 2 4
1 1 2 3 0 0 1 2

r r
r r



      
          
        

A 2

3 2
1 2

1
2

1 1 0 1
0 0 1 2
0 0 0 0

r

r r
r r



  
   
 
 ，

于是原方程组的同解方程组是：

1 2 4

3 4

,
2 .

x x x
x x
 

 

或改写为

1 2 4

2 2

3 4

4 4

,
,

2 ,
.

x x x
x x
x x
x x

 
 
 
 

令自由未知量 2 1 4 2,x c x c  ，即得原方程组的通解为



1 1 2

2 1

3 2

4 2

,
,

2 ,
.

x c c
x c
x c
x c

 
 
 
 

其中 1 2,c c 为任意常数．

3. 非齐次线性方程组有解的秩法判定及其初等变换法求解

【例 3．15】（配平化学方程式问题）某些反应容器中同时发生几个反应，且不同

的反应之间存在如下关系：前面的反应产物全部或部分是后面反应的产物．对于这样的

反应，用化学方程式描述了化学反应的物质消耗和生产的数量．这类化学反应方程式的

配平可根据质量守恒来进行．

当丙烷气体燃烧时，丙烷（ 3 8C H ）与氧结合生成二氧化碳和水，用方程表示为

3 8 2 2 2C H O CO H O   ．

设 1x 单位的丙烷和 2x 单位的氧燃烧，产生 3x 单位的二氧化碳和 4x 单位的水，即

1 3 8 2 2 3 2 4 2x C H x O x CO x H O   ．

为平衡该方程式，需要选择其中的 1 2 3, ,x x x 和 4x 使方程式两边的碳，氢和氧原子的数量

分别相等．根据质量守恒，得

1 3

1 4

2 3 4

3 ,
8 2 ,
2 2 .

x x
x x
x x x


 
  

于是配平该化学方程式就归结为如下齐次线性方程组

1 3

1 4

2 3 4

3 0,
8 2 0,

2 2 0.

x x
x x

x x x

 
  
   

求解上述方程组，可得

1

2

3

4

1
5
3
4

x
x

k
x
x

   
   
   
   
   

  

，这里 k为任意常数．

一般情形下，倾向于使用尽量小的整数作为系数来配平方程式，故有

3 8 2 2 25 3 4C H O CO H O   ．



由此例，可知非齐次线性方程组的解的情况

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0,
0,

0,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







，设系数矩阵 A的秩为 r，即
 R rA

．将增广矩阵 A
变换成如下形式

1 1 1 1

2 1 2 2

1

1

( 1)

1 0 0
0 1 0

0 0 1
.

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r n

r n

r r r n r

r

m n

c c d
c c d

c c d
d









 

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 
 

     
 
 
 

     
 

B

对应的线性方程组为

1 1 1 1 1

2 2 1 1 1 2

1 1

1

,
,

,
0 ,

r r r n n

r r r n n

r r r r r n n r

r

x c x c x d
x c x c x d

x c x c x d
d

 

  

 



   
    

    






        


(3．13)它是

原方程组的同解方程组，也称为原方程组的保留方程组．对方程组的解有以下结论．

（1）若 1 0rd   ，则方程组（3．13）中有矛盾方程，因而原方程组无解．

（2）若 1 0rd   且 r n ，则方程组（3．13）可写成

1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

,
,

,

r r n n

r r n n

r r r r r n n r

x c x c x d
x c x c x d

x c x c x d

 

 

 

   
    


    




        


（3．14）取

1, ,r nx x  为n r 个自由未知量，若任给 1, ,r ny y  的一组值，就唯一地确定出 1 2, , , rx x x

的值，从而给出方程组（3．1）的一个解，这表明方程组（3．1）有无穷多个解，其一

般形式为：



1 1 1, 1 1 1,

2 2 2, 1 1 2,

, 1 1 ,

1 1

,
,

,

,

.

r n n r

r n n r

r r r r r n n r

r

n n r

x d c k c k
x d c k c k

x d c k c k

x k

x k

 

 

 





   
    

    
 

 









其中 1, , n rk k  为任意常数．

（3）若 1 0rd   且 r n ，则方程组有唯一解

1 1

2 2

,
,

.n n

x d
x d

x d


 


 



定理 3．7 用初等变换化线性方程组为阶梯形的同解方程组，保留方程组中方程的

个数是由系数矩阵或增广矩阵的秩唯一确定的，与所做的变换无关．

定理 3．8 非齐次线性方程组(3．1)的解的情况只有三种可能：无解，有唯一解，

有无穷多解．

（1）无解的充分必要条件是    AAR R ；

（2）有唯一解的充分必要条件是    AAR R n  ；

（3）有无穷多解的充分必要条件是    AAR R n  ．

【例 3．8】求解下列非齐次线性方程组：

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1,
3 2 2 2 2,
2 1.

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     

（2）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 2 3,
3 4 3 4,

2 4 2 4 2,
3 4 2 4 7.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     
    

【解】（1）对方程组的增广矩阵作初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵．



 2 1

3 1

3
2

1 3 1 1 1 1 3 1 1 1
3 2 2 2 3 0 7 1 1 0
2 1 1 1 1 0 7 1 1 3

r r
r r



    
          
           

A

3 2

1 3 1 1 1
0 7 1 1 0 ,
0 0 0 0 3

r r

 
    
  

可见    = 2, =3AAR R ，因而    AAR R ，故方程组无解．

（2）对方程组的增广矩阵作初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵．

 2

5 2 3 2 3 1 4 3 4
1 4 3 4 5 2 3 2 3
2 4 2 4 2 4 2 4
3 4 2 4 7 3 4

2
2 4 7

3
3

2
r r

   
   
    
   
   
 


 

    
  




A

2 1 2
3 1 3
4 1 4

5 17
2 10
3 5

1 4 3 4 1 4 3 4
0 17 17 17 17 0 1 1 1 1
0 10 10 10 0 1 1 1
0 5 10 5 5 0 1 2 1 1

3 3

10 1

r r r
r r r
r r r

 
 
 

   
          
   
   

 

 
 

     
      

3 2 3 4
4 2 1 2+3

1 4 3 4 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 1 0 0

0

0

3

0 0 0 0

r r r r
r r r r
 


   
          
        
   
   


 



可见     3 4A AR R n    ，因而方程组有无穷多解，于是继续对上面的矩阵施行

初等行变换直至化为行简化阶梯形，得到


2 3
1 3

3

1 0 0 0 1
0 1 0 1 1

,
0 0
0 0 0 0 0






 
   
   
 
 

r r
r r

rA

于是原方程组的同解方程组是：

1

2 4

3

1,
1 ,

0.

x
x x
x


   
 

或改写为

1

2 4

3

4 4

1,
1 ,

0,
.

x
x x
x
x x


   
 
 

令自由未知量 4x c ，即得原方程组的通解为



1

2

3

4

1,
1 ,

0,
.

x
x c
x
x c


   
 
 

其中c为任意常数．

【例 3．9】讨论取何值时，方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1,
1,
1

x x x
x x x
x x x






  
   
   

有唯一解？无解？有无穷多解？并在有无穷多解时，求出其通解．

【解】方法一 对方程组的增广矩阵施行初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵

 3 1 3 1

2 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

r r r r
r r



  
    

    

 


     
                
            

A

3 2 3( 1)

2

1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 2 1 0 0 ( 1)( 2) 1

r r r

 
   

     

 

   
            
           

B,

（3．15）

由此可见：

（1）当 1  且 2   时，     3R R A A ，故方程组有唯一解．

（2）当 2   时，    2 3R R ，A A ，所以    R R A A ，故方程组无解．

（3）当 1  时，     1 3R R  A A ，故方程组有无穷多解．将 1  代入式（3．15）

中的 B 矩阵，继续施以初等行变换，直至化为行简化阶梯形（如果需要），得到


1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 
   
 
 

B

，

于是原方程组的同解方程组是：

1 2 3

2 2

3 3

1,
,
.

x x x
x x
x x

   
 
 

令自由未知量 2 1 3 2,x c x c  ，即得原方程组的通解为



1 1 2

2 1

3 2

1,
,
.

x c c
x c
x c

   
 
 

其中 1 2,c c 为任意常数．

方法二 方程的个数与未知量的个数相同，可先从 Cramer 法则入手进行讨论．方程

组的系数行列式为

   2
1 1

1 1 2 1
1 1


  


   A

，

根据克莱姆法则，当 0A ，即当 1  且 2   时，方程组有唯一解．当 0A ，当 2  

或 1  时，方程组可能无解可能有无穷多解，需要进一步讨论如下：

对 2   ，方程组的增广矩阵为 
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

 
   
  

A ，对其施行初等行变换化为行阶梯

形得


2 1 1 1 1 1 2 1

1 2 1 1 0 1 1 0
1 1 2 1 0 0 0 1

    
         
      

A

，

可见    2 3R R  A A ，此时方程组无解．

对 1  ，方程组的增广矩阵为

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 
   
 
 

A ，对其施行初等行变换化为行阶梯形得


1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0

   
       
   
   

A

，

可见    = =1 3R R A A ，此时方程组有无穷多解，以下同方法一。

第三章 复习及典型习题

线性方程组解的性质和解的结构齐次线性方程组 AX 0 的任何 k个解的线性组合仍是

方程组本身的解．其通解由基础解系的线性组合构成．

(1) 非齐次线性方程组 AX b 的：任何两个解的差是与其对应的齐次方程组的解；任何

k个解的算术平均值仍是方程组本身的解；任何 k个解的线性组合当 k个表示系数的和

为 1时仍是方程组的解．其通解由对应的齐次方程组的通解和本身的一个特解两部分构



成．

4. 线性方程组解的判定

(1) 齐次线性方程组 AX 0 总是有解的，它的解有两种可能情形：零解或非零解．

方程组只有零解 r A n( )  ；

方程组有非零解 r A n( )  ．

特别地，当m n 时（即方程个数与未知量个数相等）．

方程组只有零解 A| | 0 ；

方程组有非零解 A| | 0 ．

【温馨提示】对齐次方程组，当m n 时（即当方程个数小于未知量个数时）必有非零

解，反之不然．

(2) 非齐次线性方程组 Ax b 的解有三种可能情形：无解，有惟一解，有无穷多解．

方程组无解 r A r A b( ) ( , ) ；

方程组有惟一解 r A r A b n( ) ( , )  ．

方程组有无穷多解 r A r A b n( ) ( , ) 

特别地，当m n 时（即方程个数与未知量个数相等），方程组有惟一解 A| | 0 ；

当 A| | 0 时，方程组可能无解，也可能有解．

【温馨提示】对非齐次方程组 AX b ，当m n 时（即方程个数与未知量个数相等时），

系数行列式 A| | 0 是方程组无解的必要条件而非充分条件．

【例 1】(2010)线性方程组

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2

4 1,
4 5 1,

0,
5 1

x tx x
x x

x x x
x x

  
  
   
   

，当【 】.

A. 0t  时无解； . 0B t  时有无穷多解； . 0C t  时无解； . 0D t  时有无穷多解

【 答 案 】 D. 本 题 考 察 非 齐 次 方 程 组 有 解 的 充 要 条 件 .

4 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 4 5 1 0 4 5 1 0 4 5 1 0 0 0
1 1 1 0 5 1 0 1 0 4 5 1 0 0 0 0
5 1 0 1 4 1 1 0 4 5 1 0 0 0 0

t
t

t t

           
       
         
            
       
         

，

   0 1 3t r A b r A     ，故正确选项为 D。



【例 2】(2011)若方程组

1 2 3

2
1 2 3

2 3

0,

,
4

x x ax

x ax x a
x x

  

   
   

有解，则其中 a 【 】.

A .3； .2B ； . 2C  ； . 4D 
【 答 案 】 C. 本 题 考 察 非 齐 次 方 程 组 有 解 的 充 要 条 件 .

2 2

2

1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 4 0 1 1 4

0 1 1 4 0 1 1 4 0 0 0 ( 2)

a a a
a a a a a

a

     
              
            

故 2a   .

【 例 30 】 (2006) 设 三 阶 矩 阵 A 的 秩 ( ) 1,r A   1 1 3 0 ,T    2 2 1 1 T   ，

 3 5 0 Tk  是方程组 0AX  的三个解向量，则常数 k 【 】.

A. 2 B . 1 C.2 D.3 

【答案】D.本题考察齐次方程组基础解系的定理、解的判定、解的性质. 提示：方程组 0AX  的基

础解系所含向量的个数为   3 1 2n r A    ，于是线性无关的解的个数最多为 2，因此 1 2 3, ,   必

线性相关，故 1 2 3

1 2 5
0 3 1 0 5 15 0 3

0 1
k k

k
  


         .

三、回顾和小结

1. 矩阵秩的定义；

2. 利用初等行变换求矩阵的秩

四、复习思考与作业

思考题：

对方程组求解能对增广矩阵或系数矩阵做初等变换吗？

2. 作业题: 习题 3.4： 第 3（1）；4（2）；5题



第（13）次课    

教学章节 第四章 第 4.1、4.2节（1） 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：了解 n维向量的定义；掌握向量的线性运算，应用向量的运算重新认识线

性方程组，理解向量组的线性相关和线性无关的概念，能够判断向量组的线性关系，理

解线性相关性与线性表示之间的联系，穿插思政案例培养自信、爱国的情怀，培养学生

逻辑推理能力及抽象思维能力。 

2.教学重点：向量组的线性相关性的定义及判断定理，向量组线性相关和线性表示间的

关系； 

3.教学难点：向量组的线性相关性的定义及判断定理，向量组线性相关和线性表示间的

关系。 

1.教学内容：向量；向量组的线性关系； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 观看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解向量及其线性关系； 

2. 复习高中学过的复数的几何意义及对应关系； 

3. 了解不同空间的表达形式，特别是现实生活的 3维空间； 

4. 学习 MATLAB 关于向量运算的命令。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

1．在案例分析引入向量定义之后，雨课堂完成对向量的应用习题； 

2．多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论向量组的运算与线性方程组的关系，从列的方面理解线性

方程组以及解的等价表达形式。 

② 教师举例引起课堂讨论：举出向量线性相关和线性无关的等价描述，说明向量的具体作用，

阶数较低时用几何的方式理解线性关系。 

③提问预习结果：向量的线性运算是什么？满足什么运算性质？并加以点评。老师起引导作用，

主要锻炼同学利用所学知识分析问题解决问题的能力。 

3．翻转课堂： 

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生分享向量在生活中的使用。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

4.1  n 维向量的基本概念 

4.2 向量组的线性关系（1） 

一、 案例导引： 

在日常工作、学习和生活中，有许多问题都需要用有序数组来进行描述： 

引例 1：某高校大一的王哲同学共修了 8门课程，课程考核后，从班主任那

里拿到了 8门课程获得的学分记录表                                      

 

 

 

 

 

 

前测：引

导学生发

掘身边的

向量形



5 3.8 4.3 4.8 3.4 2.5 3 4 

引例 2：随着如今科学技术的不断发展，中国真的是在国际上都走到了前沿，

在短短的 17年时间内就已经发射了 11 艘宇宙飞船，在宇宙的探索中又迈

上了更高的一步。那么描述宇宙飞船在太空中的飞行状态，需要知道它的

位置(x,y,z)，它的速度(vx,vy,vz)，温度 t以及空气阻力 u等物理参数，记

飞行状态需要 8个参数(x,y,z,vx,vy,vz,t,u)来描述。 

二、 浸入式学习与价值引领 

1. n维向量 

定义 4.1：n个有次序的数
1 2

1

2
( , , , ),   

n

n

a a a

a

a

a

 
 
 
 
 
 

所组成的数组称为n维向

量 一般用希腊字母 , ,  等表示，这 n 个数称为该向量的 n 个分量 第 i

个数 ia 称为第 i 个分量  

分量全为实数的向量称为实向量 分量为复数的向量称为复向量 n维

向量可写成一行或一列，分别称为行向量和列向量 也就是行矩阵和列矩阵

 本书所讨论的向量，一般情况都是指 n维列向量。并规定行向量与列向量

都按矩阵的运算规则进行运算，特别列出 8条线性运算：（1）                

（2） ( ) ( )a           

         （3） 0 0              （4） ( ) 0     

         （5） ( )k k k          （6）  k l k l      

         （7）   ( )kl k l           （8）1   

有了向量的定义后，作为应用， 

【例 4.1】 将线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.....................................

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


   

                    (4.3) 

表示为向量形式. 

式？  

思政元

素:介绍

航天事业

的伟大成

就。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



解 设

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, , ,

n

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

     
     
       
     
     
     

   ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 

x ，

1

2

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 

 ． 

因为 

1 1 11 2 12 1 1 11 2 12 1

2 1 21 2 22 2 1 21 2 22 2

1 1 2 2 1 1 2 2

n n n n

n n n n

m m m n mn m m n mn

b x a x a x a x a x a x a

b x a x a x a x a x a x a

b x a x a x a x a x a x a

           
         

               
         
         

           

 

11 12 1

21 22 2

1 2 1 1 2 2

1 2

n

n

n n n

m m mn

a a a

a a a
x x x x x x

a a a

  

     
     
            
     
     
      ， 

所以       1 1 2 2 n nx x x   α α α β .                   (4.4) 

通常称（4.4）为方程组（4.3）的向量形式. 此时方程组（4.3）的系

数 矩 阵 可 以 表 示 为 , , , n ααA = α ， 增 广 矩 阵 可 以 表 示 为

, , , ,n  A = α α α . 

 

2. 向量组的概念 

定义 4.2：若干个同维数的列向量(或同维数的行向量)所组成的集合叫

做向量组  

矩阵与向量组的对应: 一个m n 阶矩阵的全体列向量是一个含 n 个 m 维列

向量的向量组，它的全体行向量是一个含 m个 n维行向量的向量组. 

                         

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

   
 

  
          
 

  

,   
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3. 向量组的线性相关性 

定义 4.3：给定向量组 maaaA ,,,: 21  ，如果存在不全为零的数

mkkk ,,, 21  使 

02211  mmakakak  ,则称向量组 A是线性相关的 否则称它线性无

关. 

 

说明: 当 1m 时 向量组只含一个向量 对于只含一个向量 a 的向量

组 当 0a 时是线性相关的 当 0a 时是线性无关的 对于含 2 个向量

21 ,aa 的向量组 它线性相关的充分必要条件是 21 ,aa 的分量对应成比例 其

几何意义是两个向量共线. 3个向量线性相关的几何意义是三向量共面. 

 

板书演示如下定理 

定理 4.1 在向量组 , , , s α α α 中，若有部分向量线性相关，则全体向量

也线性相关.若全体向量线性无关，则任意部分向量也线性无关. 

【证】 不失一般性，设向量组 , , , , , ,r r s  α α α α α 中部分向量组

, , , r α α α 线 性 相 关 ， 则 存 在 不 全 为 零 的 数 , , , rk k k 
使 得

r rk k k   α α α ，这时，有 

r r r sk k k     α α α α α  . 

因为系数 , , , , , ,rk k k   不全为零，所以，向量组 , , , , , ,r r s  α α α α α 线性

相关.剩下的结论用反证法立即可得.  

 

结合第三章的知识，得到如下的定理 

定理 4.2 设 n维向量组 , , , s    ，则下列三个命题等价： 

（1）向量组 , , , s    线性相关（或无关）； 

（2）线性方程组 s sx x x   α α α 有非零解（或只有零解）； 

（3）分别以向量 , , , s    为列，所构成的矩阵的秩小于向量组的个数，
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即 , , , sR s    （或 , , , sR s    ）. 

由此得到如下有用的推论 

推论 4.1 n个 n维向量 , , , n α α α 线性相关充要条件是 , , , = 0n α α α . 

推论 4.2 n 个 n维向量组必线性相关. 

【例 4.2】 判断下列向量组的线性相关性： 

（1） , , , , , ,
T T

     α α
, , , , ,

T T

      α α ； 

（2） n基本向量组      1 21,0, ,0 , 0,1, ,0 , , 0,0, ,1
T T T

n  e e e . 

思路：构造矩阵，用初等行变换将其化为阶梯型的矩阵，得到秩后可判断. 

 

 

 

【例 4.3】设向量组 , , , , , , , ,
T T T

t        β β β ，当 t为何

值时，向量组线性相关？ t为何值时，向量组线性无关？  

【解】 构造矩阵 ( , , )  B = β β β ，因为 

, , =

t t

  

     

     

    

B = β β β  ( )t
t

 
 

 
, 

所以，当 2t  时，向量组 , ,  β β β 线性相关；当 2t  时，向量组 , ,  β β β

线性无关.  

 

下面介绍 

定理 4.3 若 n维向量组 ( , , , )T

i i i ina a a α ( , , , )i s  线性无关，则在

内容。 
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每 一 个 向 量 上 添 加 m 个 分 量 后 所 得 的 n m 维 向 量 组

( , , , , , , )T

i i i in i ima a a b b  β , ( , , , )i s  也线性无关. 

常称 , , , s β β β 为 , , , s α α α 的延长向量组，或称 , , , s α α α 为

, , , s β β β 的截短向量组.定理 4.2说明：若 , , , s α α α 线性无关，则其延长

向量组 , , , s β β β 也线性无关.与定理 4.2 等价的命题（即逆否命题）以下

面的推论给出. 

推论 4.3 若向量组 , , , s β β β 线性相关，则其截短向量组 , , , s α α α 也

线性相关. 

 

4. 向量组的线性表示 

首先给出一个向量和一个向量组的线性表示关系. 

定义 4.6（向量的线性表示与线性组合） 设 , , , , s β α α α 是一组 n维向

量. 若存在数 , , , sk k k  ，使 s sk k k   β α α α ，则称 β 可由向量组

, , , s α α α 线性表示，或称 β是向量组 , , , s α α α 的线性组合，并称 , , , sk k k 

为组合系数. 

 

【例 4.6】有关线性表示的例子很多. 

（1） 零向量 0可被任意的向量组 , , , m α α α 线性表示. 这是因为： 

m   α α α . 

（2）向量组 , , , m α α α 中的每一个向量 iα ( , , , )i m  都可由该向量组线性

表示.这是因为： i i i i m      α α α α α α . 

（3）任意一个 n维向量 ( , , , )T

na a a α 都可以由向量组 

( , , , ) , ( , , , ) , , ( , , , )T T T

n         e e e  

线性表示.这是因为： n

n

a

a
a a a

a





 

  

  

  

α . 称向量组 , , , n e e e

为 n维基本向量组. 
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问题：如何判断向量 β可否由向量组 , , , s α α α 线性表示呢？ 

为了解决这个问题，引入如下的 

定理 4.4 设m 维向量组 , , , s α α α 和向量 β，则下列命题等价： 

（1） β可以由向量组 , , , s α α α 线性表示； 

（2）线性方程组 s sx x x   α α α β有解； 

（3） , , , , , , ,s sR R   α α α α α α β . 

为了巩固结论，给出如下 

【例 4.7】 判断向量 β可否由向量组 , α α 线性表示？若能，写出它的

一种表示方式. 

, , ,
T

   β , , , ,
T

    α , , , ,
T

    α . 

思路：按照上面定理用初等变换可以解决. 

最后这个部分引两个向量组之间的线性表示关系. 

定义 4.7（向量组的等价） 设有两个向量组 1T ： , , , m α α α ； 2T ：

, , , s β β β . 

若向量组 1T 中的每一个向量都可以由向量组 2T 线性表示，则称向量组 1T 能

由向量组 2T 线性表示； 若向量组 1T 与 2T 能相互线性表示，则称这两个向量

组等价. 

向量组等价关系是向量组之间的一种关系，这种等价关系具有下列泛

性质： 

（1）反身性：每一个向量组都与自身等价； 

（2）对称性：若向量组 1T 与向量组 2T 等价，则向量组 2T 也与向量组 1T 等

价； 

（3）传递性：若向量组 1T 与向量组 2T 等价，向量组 2T 与向量组 3T 等价，

则向量组 1T 与向量组 3T 等价.    

 

三、 回顾和小结 

小 结： 
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    1. 线性相关，线性无关的概念;        

2. 向量组等价的概念和关系. 

 

四、 复习思考与作业 

思考题： 

1.向量的线性运算，即加法和数乘有没有直观的几何解释?  

2. 使用 Matlab 软件设计 3维向量间线性表示的向量图. 

作业题： 

第 133-135页，习题 4.2： 第 3（1）；5；8；9题 
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第（14）次课 

教学章节 第四章 第 4.2（2）、4.3节 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：理解向量组的极大无关组和秩的概念，掌握向量组的秩与矩阵秩的关系，

掌握求向量组的极大无关组以及线性地表示出其他向量； 

2.教学重点：向量组的极大无关组与秩； 

3.教学难点：向量组的极大无关组与秩。 

1.教学内容：极大无关组，秩； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 查看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解向量的秩； 

2. 复习向量组的线性关系的定义； 

3. 学习简单的MATLAB关于秩的命令和操作。 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

1．在案例分析引入极大无关组的定义之后，雨课堂完成对极大无关组的应用习题； 

2．多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论初等变换求解方程组，系数矩阵化为阶梯型矩阵时非零行

的个数，从而深入理解特殊秩的含义。 

② 教师举例引起课堂讨论：从具体的矩阵出发，将其看成行、列向量组，计算不同的秩，说

明行秩等于列秩等于矩阵的秩，由此引发学生结合所学秩的知识延伸学习，改善学生的学

习方法。 

③ 提问预习结果：秩的原始含义时什么？并加以点评。老师起引导作用，主要锻炼同学利用

所学知识分析问题解决问题的能力。 

3．翻转课堂： 

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生分享秩在说文解字种表达的是秩序的含义。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在MOOC平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

基本内容 教学反思 

 

  4.2  向量组的线性关系（2） 

4.3 向量组的秩 

                      

一、 案例导引： 

考虑线性方程组

.

x y z

x y z

x y z



 

  

，

，            （4.10） 

如果将每一个方程用向量表示，则

, , , ,

, , , ,

, , , .









   

   

α

α

α

 

因为向量 , α α 的对应分量不成比例，所以 , α α 是线性无关的，又容易看出
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刻画方程

是 多 余
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,  α α α 所以 , ,  α α α 线性相关.反映在方程组上就是：第一、第二两个

方程的公共解都是第三个方程的解，所以第 3 个方程是多余的，可以把它

从方程组中删去，保留前两个方程.这样求解（4.10）只要求解保留方程就

行了.回顾在第三章中，我们借助矩阵的理论已经知道，保留方程的个数与

方程组系数矩阵的秩相等.然而，在一个线性方程组中，究竟哪些方程是多

余的，哪些方程可以用其余方程线性表示？为了借助向量的工具更深入地

研究这个问题，需要研究向量组的极大无关组等相关理论. 

二、 浸入式学习与价值引领 

1. 线性相关性与线性表示之间的联系 

向量组的线性相关性与线性表示这一概念有着密切的联系. 

定理 4.5 n维向量组 , , , s α α α（ s ）线性相关的充分必要条件是其

中至少有一个向量是其余向量的线性组合. 

定理 4.6 向量组 1 2, , , s   线性无关，而向量组 1 2, , , s   ， β线性

相关，则向量 β可以由向量组 1 2, , , s   线性表示，且表示法唯一. 

思路：按定义可证明,此处可巩固定义. 

【例 4.8】 设向量组 1 2 3, ,   线性相关，向量组 2 3 4, ,   线性无关，

问 

（1） 1 能否由 2 3,  线性表出？为什么？ 

（2） 4 能否由 1 2 3, ,   线性表出？为什么？ 

解题思路：结合定义与反证的方式解决问题. 

定理 4.7 若 n 维向量组 1T ： , , , r α α α 可由 n 维向量组 2T ： , , , s β β β

线性表出，且 r s ，则 , , , r α α α 线性相关. 

【证】 由于向量组 1T ： , , , r α α α 可以由向量组 2T ： , , , s β β β 线性表

示，于是 
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c
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     α β β β β β β ， , , ,j r  .    （4.9） 

则（4.9）式写成矩阵的形式有 

( , , , ) ( , , , )r s   α α α β β β C ，其中 ( )i j s rcC . 

因为 r s ，则矩阵 ( )i j s rcC 的秩小于 r ，所以齐次线性方程组  0CX 有非

零解

r

k

k

k




x ，使得 

r s

r r

k k

k k
C

k k

 

 

    β β β      

， 

即存在不全为零的数 , , , rk k k 
使得 

rk k k     0α α α  

成立，故
r     线性相关.  

 

与定理 4.7等价的命题是下面的推论. 

推论 4.4  设向量组 1T ： , , , r α α α 与 2T ： , , , s β β β 是两组 n元向量，

若满足（1） 1T ： , , , r α α α 线性无关； 

（2）向量组 1T 可以由向量组 2T 线性表出； 

则 r s . 

 

2. 向量组的极大无关组与秩 

定义 4.7（向量组的极大线性无关组）设向量组 T 的一个部分组

, , , r α α α 满足： 

（1） , , , r α α α 线性无关； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（2）对于向量组T 中任取的一个向量 ，都有 , , , , r α α α 线性相关. 

则称向量组 , , , r α α α 为该向量组T 的一个极大线性无关组，简称极大无关

组. 

【例 4.9】 设向量组 

T： 4( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )T T T Tc c c                 α α α α ， 

验证 , ,  α α α 是一个极大无关组，并将 4 用这个极大无关组线性表示. 

【解】 因为 3维基本向量组 ( , , ) , ( , , ) , ( , , )T T T

          e e e 线性无

关，所以它的延长向量组 ( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )T T T

             α α α 也线性无

关，又因为 

4 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )T T T T Tc c c c c c                  α  

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )T T T Tc c c                   ， 

所以 , , ,   α α α α 线性相关，故 , ,  α α α 是向量组T 的一个极大无关组. 

【例 4.10】 在向量组 ( , , , ) , ( , , , ) ,T T

        α α ( , , , )T

    α 中，

验证 , α α 就是向量组的一个极大无关组. 

【解】 首先由于
α 0，故

α 0线性无关，又由于 , α α 对应分量不成

比例，所以 , α α 线性无关.如果再添入
α 后，由于 , α α 对应分量成比例，

故线性相关，从而 , ,  α α α 也线性相关.于是可知 , α α 就是向量组的一个极

大无关组.不难验证， , α α 也是向量组的一个极大无关组. 

从例 4.10 可以看出，一个向量组的极大无关组一般来说不是唯一的.

但同一向量组的两个不同的极大无关组所包含的向量个数是相同的. 

一般地，有下面的定理。 

定理 4.8  一个向量组的任意两个极大无关组所含的向量个数相同. 

【证】 设 1rT 和 2rT 是向量组T 的任意两个极大无关组.由极大无关组的

定义 4.7可知， 1 2,r r T T T T ，于是有 1 2r rT T ，再根据推论 4.4可知， 1rT
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和 2rT 所含向量个数相同. 

定理 4.8 表明，一个向量组的极大无关组所含向量个数与极大无关组

的选择无关，它反映了向量组本身的特征，也正是向量组的一个重要特征

——向量组秩的概念. 

定义 4.8（向量组的秩）向量组 , , , s α α α 的极大无关组所含向量的个

数，称为该向量组的秩，记为 ( , , , )sR  α α α 。并规定线性相关向量组的秩为

零. 

将之前的结论用秩重新书写后得 

定理 4.9 向量组 , , , s α α α 线性无关的充要条件是 , , , sR s α α α . 

定理 4.10 秩为 r 的向量组中，任意含有 r 个向量的线性无关的部分组

都是向量组的极大线性无关组. 

定理 4.11 若向量组 , , , m α α α 与向量组 , , , s β β β 等价，则 

( , , , )mR  α α α ( , , , )sR  β β β . 

3. 向量组的秩与矩阵秩的关系 

问题：任意 m×n 阶矩阵

1

2

1 2,( ) ( , , , )

T

T

ij m n n

T

m

A a




  





 
 
   
 
  
 

，称向量组

, , , n α α α 为矩阵 A的列向量组，这个列向量组的秩为矩阵 A的列秩；称向

量组 , , ,T T T

m β β β 为矩阵 A的行向量组，行向量组 , , ,T T T

m β β β 的秩为矩阵 A

的行秩. 那么，矩阵的秩和向量组的秩之间有什么关系呢？ 

若对矩阵 , , , n A = α α α 作初等行变换，得到矩阵B ，则 A与B 行等价，那

么它们的列向量组之间有什么关系呢？ 

定理 4.12 矩阵 A经过初等行变换化为矩阵B ，则 A的列向量组的任意

一部分组 , , ,
ri i i 

α α α 与它在 B 中对应的部分组 , , ,
ri i i 

β β β 具有完全相同的

线性关系，即一组数 1 2, , , r   使得 

ri i r iλ λ λ
  α α α   当且仅当

ri i r iλ λ λ
  β β β  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提 出 问

题 : 与 前

面矩阵的

秩有什么

关系? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【证】 设 A与 B 的列向量组分别为 , , , n α α α 和 , , , n β β β . 

因为矩阵 A经过初等行变换化为 B ，所以齐次线性方程组 

XA 与 XB 同解， 

也即向量方程组 

n nx x x   α α α 与
n nx x x   β β β 同解， 

于是，列向量组 , , , n α α α 与 , , , n β β β 有相同的线性相关性.  

对部分组的情形，记 

A
P 是以 , , ,

ri i i 
α α α 为列向量的矩阵； 

B
P 是以 , , ,

ri i i 
β β β 为列向量的矩阵； 

则 B
P 是由 A

P 经过初等变换而得到的，对 A
P 和 B

P 用已证的结果即得. 

推论 4.5 若矩阵 A经过初等行变换化为矩阵B ，则 

（1） , , ,
ri i i 

α α α 是向量组 , , , n α α α 的一个极大无关组的充要条件是

, , ,
ri i i 

β β β 是 , , , n β β β 的一个极大无关组. 

（2） A的列秩等于 B 的列秩. 

证明思路：使用初等行变换与方程组同解间的关系可证明. 

现在我们可以建立向量组的秩与矩阵秩的关系. 

定理 4.13 设 A为m n 矩阵，则矩阵 A的秩等于它的列秩，也等于它

的行秩. 

【证】 先证 A的列秩等于 ( )R A .设 ( )R rA ，则 A可通过初等行变换

化为行简化阶梯形矩阵 B ，且 ( ) ( )R RA B 因为初等变换不改变矩阵的秩，

且初等行变换不会改变矩阵的列秩，所以 B 的列秩等于 ( )R B ，所以 A的列

秩等于 ( )R A ，又因为 A的行秩=
T

A 的列秩= ( )TR A = ( )R A . 

结合推论 4 .5 和定理 4.13，归纳如下求向量组 , , , n α α α 的秩和极大

无关组的方法： 

（1）以 , , , n α α α 为列向量作矩阵 A； 

（2）对 A做初等行变换，将 A化为行简化形矩阵B ，这时矩阵B 的秩

就是矩阵 A的秩，由于 , , , n α α α 与 , , , n β β β 有相同的线性相关性，所以B

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

方 法 总

结: 

求向量组

极大无关

组 的 方

法. 



的列向量 , , , n β β β 的极大无关组 , , ,
ri i i 

β β β 对应的向量组 , , ,
ri i i 

α α α 就

是 , , , n α α α 的极大无关组； 

（3）矩阵 B 容易看出列向量由极大无关组 ( , , , )
ki

k r β 线性表示的系

数，从而就可知道向量 , , , n α α α 由极大无关组 , , ,
ri i i 

α α α 线性表示的系数. 

【例 4.11】 设向量组 

( , , , ) , ( , , , ) ,T T

        α α ( , , , )T

    α ， ( , , , )T

    α ， 

（1）向量组的秩； 

（2）求向量组的一个极大无关组，并把其余向量由极大无关组线性表

示. 

【解】（1）以 , , ,   α α α α 为列构造矩阵 A，并利用初等行变换把 A化为

行简化形梯形阵B . 

, , , =
r r

r r
r r

 

 

 



    


   

   

   

   

A α α α α

   

   

   

   

,

r

r r








 

 

   

   

   

   

r r

r r
 

 

   

   

   

   
 

r r 

   

   

   

   

B

， 

所以， ( )R A ，故列向量组的秩是 2； 

（2）由（1）知，向量组 , , ,   α α α α 的极大无关组包含有 2个向量.如果

记 , , ,   B β β β β ， 

显然， ( , , , ) , ( , , , )T T

        β β 为矩阵B 的列向量组的极大无关组，并且

,        β β β β β β ，根据定理 4.12可知， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



( , , , ) , ( , , , )T T

        α α  

为向量组 , , ,   α α α α 的极大无关组，且 ,        α α α α α α .

 

例 4.12 已知向量组 ( , , , ) , ( , , , ) ,T Tt       β β ( , , , ) ,T

    β  

( , , , )Tt    β 的秩为 2，试求 t 的值. 

【解】 设矩阵 , , ,
t t

   

   

   

  

   

A β β β β ，则对 A施行初等

行变换化为行阶梯形矩阵得到 

r r
r r
r r

t t t t

 

 

 


       

       

      

       

A

 

r

r r
r trr r

t t t t



 

  







       

       

      

       

， 

因为 , , ,R R     A β β β β ，所以必有
,

,

t

t

 

 
从而 3t  . 

 

8. 回顾和小结 

小 结： 

    1. 向量组的秩;        

 

 

 

 

 

 

中测：向

量组秩的

判定 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. 与矩阵秩的关系 

 

9. 复习思考与作业 

思考题： 

1. 用初等行变换求极大无关组的理论依据是什么？ 

2. 矩阵 3种秩之间的关系？ 

作业题： 

第 141-143页，习题 4.3： 第 3（2）；5；9；10 

后测：拓

展性思考

题题和课

后检测 

 

 



第（15）次课 

教学章节 第四章 第 4.2、4.3节内容梳理 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：梳理向量组的极大无关组和秩的概念，向量组的秩与矩阵秩的关系，求向量组的极大

无关组以及线性地表示出其他向量的常用方法。 

2.教学重点：向量组的极大无关组与秩； 

3.教学难点：向量组的极大无关组与秩。 

1.教学内容：极大无关组，秩； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练独立思考的素

质）： 

1. 完成中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，复习极大无关组和秩； 

2. 从方程组的角度思考秩与解的关系； 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过程，提高学生

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论线性相关、线性无关的等价描述，从而深入理解线性相关和无关含义及性

质。 

② 教师举例引起课堂讨论：从行和列的角度理解线性方程组，说明向量线性关系的作用，由此引发学生结合

所学向量知识延伸学习，改善学生的学习方法。 

③ 提问预习结果：矩阵的行秩和列秩是什么？他们的关系如何？并加以点评。老师起引导作用，主要锻炼同

学利用所学知识分析问题解决问题的能力。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步深入理解掌握知

识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

4.2-4.3 内容梳理 

一、 浸入式学习与价值引领 

1. 向量组线性相关性总结 

① 零向量是任何向量的线性组合,零向量与任何同维实向量共线. 

② 单个零向量线性相关；单个非零向量线性无关. 

③ 部分相关,整体必相关；整体无关,部分必无关. 

④ 原向量组无关,延长向量组无关；原向量组相关，缩短向量组相关.（注意必须相同位置增加 

或减少） 

⑤ 两个向量线性相关对应元素成比例；两两正交的非零向量组线性无关. 

⑥ 向量组 1 2, , , n   线性相关向量组中至少有一个向量可由其余 1n  个向量线性表示. 

向量组 1 2, , , n   线性无关向量组中每一个向量 i 都不能由其余 1n  个向量线性表示. 

⑦ 若 1 2, , , n   线性无关，而 1 2, , , ,n    线性相关,则  可由 1 2, , , n   线性表示,且表

 

 

 

前测：总结

线性关系的

等价表述  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



示法惟一. 

⑧ 矩阵的行向量组的秩等于列向量组的秩,阶梯形矩阵的秩等于它的非零行的个数. 

⑨ 矩阵的行初等变换不改变矩阵的秩,且不改变列向量间的线性关系. 

   矩阵的列初等变换不改变矩阵的秩,且不改变行向量间的线性关系. 

例题选讲： 

【例 1】（2003）设 A为m n 的非零矩阵，方程组 0AX  只有零解的充分必要条件是【    】. 

A. A的列向量组线性无关    B. A的列向量组线性相关 

 C.A的行向量组线性无关    D.A的行向量组线性相关 

【答案】A.考察齐次方程组只有零解的秩法判定、三秩相等原理、向量组相关性的秩法判定、之间

的紧密联系. 提示： 0AX  只有零解  r A n A   的列向量组的秩 n A  的列向量组线

性无关.   

【例 2】（2004）若向量 , ,   线性无关，而向量 2 ,2 ,3k        线性相关，则 k 【    】. 

A.3 B.2 C. 2 D. 3   

【答案】D. 本题考察两个向量组线性相关性的重要结论。由于 

   2 ,2 ,3 , ,k C            ，其中  

1 0 1

2 2 0 2 3

0 3

C k

k

   ，于是 

2 ,2 ,3k        线性相关的 0C  ，故 3k   . 

【例 3】（2006）若向量 , ,   线性无关，则 1k  是向量组 , ,k k        线性无关的

【    】. 

A. 充分必要条件          B. 充分条件但非必要条件 

C. 必要条件但非充分条件  D. 既非充分也非必要条件 

【答案】C. 本题考察两个向量组线性相关性的重要结论和充分必要条件的概念。由于 

   , , , ,k k C            ，其中 2

1 0 1

1 0 1 ( 1)( 1)

0 1

C k k k k

k

     



，于是 

 

 

 

 

 

 

中测：通过

例题选讲加

深理解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 ,2 ,3k        线性无关的 0 1 1C k k    且 .故选项为 C. 

 

2. 向量组的极大无关组与秩的关系总结 

A经过有限次初等变换化为B .  记作： A B  

① 矩阵 A与 B 等价 ( ) ( ) ,r A r B A B  作为向量组等价,即：秩相等的向量组不一定等价. 

矩 阵 A 与 B 作 为 向 量 组 等 价  1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nr r        

1 2 1 2( , , , , , , )n nr         矩阵 A与B 等价. 

② 向量组 1 2, , , s   可由向量组 1 2, , , n   线性表示 1 2 1 2( , , , , , , )n sr       

1 2( , , , )nr      1 2( , , , )sr    ≤ 1 2( , , , )nr    . 

③ 向量组 1 2, , , s   可由向量组 1 2, , , n   线性表示,且 s n ，则 1 2, , , s   线性相

关.(“多”被“少”线性表出, “多”必线性相关)或者对称地有 

向量组 1 2, , , s   线性无关,且可由 1 2, , , n   线性表示,则 s ≤n . 

④ 向量组 1 2, , , s   可由向量组 1 2, , , n   线性表示,且 1 2( , , , )sr    1 2( , , , )nr     ,

则两向量组等价； 

⑤ 任一向量组和它的极大无关组等价. 

⑥ 向量组的任意两个极大无关组等价,且这两个组所含向量的个数相等. 

⑦ 若两个线性无关的向量组等价,则它们包含的向量个数相等. 

⑧ 若 A是m n 矩阵,则  ( ) min ,r A m n ,若 ( )r A m ， A的行向量线性无关； 

   若 ( )r A n ， A的列向量线性无关,即： 1 2, , , n   线性无关. 

线性方程组的矩阵式  Ax                 向量式  1 1 2 2 n nx x x        
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方程组解的相关结论总结： 

1 2

1 2

1 2

, , ,

0 0

, , ,

0 0
( ) ( )

, , ,

n

A

n

A

n

Ax

Ax Ax A
n

Ax Ax A
r A r A

n

    



  




  

 


    

 




    

  




当 为方阵时

当 为方阵时

可由 线性表示 有解

有无穷多解 有非零解

线性相关                                

有唯一组解 只有零解

线性无关                          

1 2

( ) ( )

, , , ( ) ( )

( ) 1 ( )

A

n

r A r A

Ax r A r A

r A r A



     
















 


 


   
  

当 为方阵时

      

克莱姆法则                               

   

不可由 线性表示 无解    

 

例题选讲： 

【例 4】(2008)若向量      1 2 3
1 0 1 1 , 0 1 2 , 0 2 2 4     

T T T
t   ， 

 4
2 1 3 2 0

T
t   的秩为 2，则 t 【    】. 

A. 1 B.0 C.1 D. 2   

【答案】C. 本题考察分量具体的向量组的初等变换由秩反求参数法. 

【例 5】(2005)设向量    1 2
0 2 1 1 , 1 1 1 1 ,     

T T
   

 3
1 1 0 0 

T
 ,  4

0 0 1 1
T

   ，则向量组 1 2 3 4
( , , , )    的一个极大无关组是

【    】. 

3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 4
A. , B . , , , C. , , D. , ,             

【答案】D. 本题考察分量具体的向量组的极大无关组的求法. 

【例 6】(2010)设向量组  1 2 3
, ,S    线性无关，下列向量组中，与 S 等价的有【    】个. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



A. 1 2 2 3,     ；           B. 1 1 2 1 2 3, ,        ； 

C. 1 3 1 3 1 3, , 2 , 3        ； D. 1 3 1 3 2 3, , 2 , 3       . 

【答案】B. 提示：两个向量组等价的必要条件是两者的秩相等. 因为向量组 A，C，D的秩为 2，向

量组 B的秩为 3，所以 B选项为正确答案。 

 

【 例 7 】 (2009) 设 向 量      1 2 3
1 2 0 , 2 3 1 , 0 1 1   

T T T
   ，

 3 5 .
T

k  若 可由
1 2 3
, ,   线性表示，则 k 【    】. 

A. 2 B. 1 C.1 D.2   

【答案】C. 本题考察一个向量  可由一个向量组 1 2 3, ,   线性表示的秩判定法，即 . 

   1 2 3 1 2 3, , , , ,r r       . 提示： 

1 2 0 3 1 2 0 3 1 2 0 3

2 3 1 5 0 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1 0 0 0 1k k k

     
     

          
            

,故 1k  . 

 

【例 8】(2007)设  
2

1 1

0 1 1 , 1 1 ,

1 1

T

a

A b a

a

 
 

     
  

则当a 【    】时，方程组 AX b 无

解. 

A. 2 B. 1 C.1 D.2   

【答案】D. 本题考察非齐次方程组有解的充要条件. 方程组 AX b 无解 0A  ,于是 

2

2

1 1

0 1 1 - 2 ( 2)( 1) 0 2 1

1 1

或

a

a a a a a a

a

          



， 但 当 1a   时 ，

     

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0

A b r A b r A

      
   

          
       

，与方程组无解矛盾，故舍

去. 
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【例 9】(2008)若线性方程组

1 1 0

1 1 2 0

1 1 0

a x

y

a z

    
    

     
        

有无穷多解，则a 【    】. 

A . 1 4 B .1 4 C.1 4 D. 1 4或 或 或 或     

【答案】A.本题考察齐次方程组有非零解的充要条件.提示： 

1 1 1 1
2 2

1 1 2 0 2 2 ( 1) ( 1)( 4) 0
1 1

1 1 0 1 1

a a
a

a a a a

a a a

 
         

  

， 1 4a   或 . 

【例 10】(2010)线性方程组

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2

4 1,

4 5 1,

0,

5 1

x tx x

x x

x x x

x x

  


 

   
   

，当【    】. 

A . 0t  时无解； . 0B t  时有无穷多解； . 0C t  时无解； . 0D t  时有无穷多解 

【答案】D. 本题考察非齐次方程组有解的充要条件. 

 

4 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

0 4 5 1 0 4 5 1 0 4 5 1 0 0 0

1 1 1 0 5 1 0 1 0 4 5 1 0 0 0 0

5 1 0 1 4 1 1 0 4 5 1 0 0 0 0

t

t

t t

           
       
         
            
       
         

，

   0 1 3t r Ab r A     ，故正确选项为 D。 

 

【例 11】(2011)若方程组

1 2 3

2

1 2 3

2 3

0,

,

4

x x ax

x ax x a

x x

  

   
   

有解，则其中a 【    】. 

A .3； .2B ； . 2C  ； . 4D    

【答案】C. 本题考察非齐次方程组有解的充要条件. 

 
2 2

2

1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 0 4 0 1 1 4

0 1 1 4 0 1 1 4 0 0 0 ( 2)

a a a

a a a a a

a

     
     
         
            

故 2a   . 

 

【 例 12 】 (2006) 设 三 阶 矩 阵 A 的 秩 ( ) 1,r A   1
1 3 0 ,

T
    2

2 1 1
T

   ，

 3
5 0

T
k  是方程组 0AX  的三个解向量，则常数 k 【    】. 



A. 2 B. 1 C.2 D.3   

【答案】D.本题考察齐次方程组基础解系的定理、解的判定、解的性质. 提示：方程组 0AX  的

基础解系所含向量的个数为   3 1 2n r A    ，于是线性无关的解的个数最多为2，因此 1 2 3, ,  

必线性相关，故 1 2 3

1 2 5

0 3 1 0 5 15 0 3

0 1

k k

k

  



         . 

 

 

二、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 向量组的线性关系总结;        

2. 向量组的秩与矩阵秩的关系总结 

 

三、 复习思考与作业 

思考题： 

1.从向量组角度定义的秩和行列式定义的秩有什么关系？ 

2. 从行和列的角度看线性方程组解的关系？ 

作业题： 

第 141-143页，习题 4.3： 第 4（1）；6；7；8 

 



第（16）次课 

教学章节 第四章 第 4.4节（1） 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：了解向量空间的定义，熟悉常见的例子，理解子空间和维数的概念，熟悉

低维的例子，理解基的定义和性质，能够用基确定坐标。 

2.教学重点：向量空间的定义，维数和坐标； 

3.教学难点：向量空间的定义，维数和坐标。 

1.教学内容：向量（子）空间，维数，基，坐标； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：线上、线下相结合的上课方式； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 查看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解向量空间的定义； 

2. 从地球上确定物体的位置出发理解坐标的定义； 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


3. 了解 MATLAB 软件，学习简单的 MATLAB 语句。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论向量空间阵的基底与极大无关组的关系，从而深入理解基

向量的含义。 

② 教师举例引起课堂讨论：举出参考系的应用案例，说明坐标的作用，深层次含义，由此引

发学生结合所学向量知识延伸学习，改善学生的学习方法。 

③ 提问预习结果：向量空间的线性运算是什么？他们满足什么运算性质？并加以点评。老师

起引导作用，主要锻炼同学利用所学知识分析问题解决问题的能力。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

第4.4节 n 维向量空间（1） 

一、 浸入式学习与价值引领 

1. 向量空间的概念    

定义 4.10 设V 为n维向量组成的集合。如果V 非空，且对于向量加法

及数与向量的乘法两种运算封闭，即对任意的 ,V Vα β 和常数 k ，都有 

,V k Vα β α  

那么就称集合V 为一个向量空间. 

【例 4.14】 判别下列集合是否为向量空间. 

（1）全体实 n维向量的集合，记为 

  1 2, , , , 1,2, ,
Tn

n iR a a a a R i n   α ； 

（2）   1 2 20, , , , ,
T

n nV x x x x R  x ； 

 

 

前测：从

物理学的
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将 3 维世
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更高的维

度？ 

 

 

 

 

 



（3）   2 2 21, , , , ,
T

n nV x x x x R  x ； 

（4）实 n维向量
1 2, , , n

s Rα α α 的线性组合构成的集合，记为 

 1 1 2 2 , 1,2, ,s s iW k k k k R i s     x α α α . 

解（1）对于任意的 , ,, ,, , ,n

T

n

T
V b b b Va a a   α β 和常数 k ，

都有 

    1 1 2 2, , ,
T n

n na b a b a b R     α β ，  1 2, , ,
T n

nk ka ka ka R α . 

故 nR 是向量空间，称为 n维实向量空间. 

（2）对于任意的 , ,, , , ,,
T

n

T

na a V b b V   α β 和常数 k ，都

有 

          2 2 10, , ,
T

n na b a b V    α β ，  2 10, , ,
T

nk ka ka V α . 

故 1V 是向量空间.特别的，当  0,0, ,0
T

x 时，  1V  0 称为零空间. 

（3）若 , ,, , , ,,
T

n

T

na a V b b V   α β ，则 

 2 2 22, , ,
T

n na b a b V    α β . 

故 2V 不是向量空间. 

（4）由 s W   0 α α α ，有W 是非空集合. 

对 于 W 中 任 意 两 个 向 量 ,s sk k k   α α α α

s sl l l   β α α α ，有 

 ( ) ( ) ( ) .s s sk l k l k l W     α+ β α α α  

对于任意 λ R，有 

( ) ( ) ( )s sλ λk λk λk W   α α α α . 

故W 是向量空间.称W 是由向量组 , , , s α α α 生成或张成的子空间，一般记

为 ( , , , )sL  α α α 或Span( , , , )s α α α . 

定义 4.11 设有向量空间 1V 与 2V ，若 1 2V V ，则称 1V 是 2V 的子空间. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



例如，由 n维向量所组成的任何向量空间V ，总有 nV R ，所以，由n维

向量组成的向量空间总是 nR 的子空间．特别地，称零空间V 0 是 n
R 的

零子空间 ，整个空间 n
R 也是它本身的一个子空间，这两个子空间，称为

n
R

的平凡子空间． 

【例 4.15】 若向量组 , , , m α α α 可由向量组 , , , s β β β 线性表示，试

证： 

, , , sL  α α α 是 , , , sL  β β β 子空间. 

证明  设 , , , sL  x α α α ，则 x 可由 , , , m α α α 线性表示，因为

, , , m α α α 可由向量组 , , , s β β β 线性表示，所以 x 可由 , , , s β β β 线性表

示 ， 从 而 , , , sL  x β β β . 故 , , , , , ,s sL L   α α α β β β ， 即

, , , sL  α α α 是 , , , sL  β β β 子空间. 

2. n维向量空间的基、维数和坐标 

定义 4.12 如果向量空间V 中的 s 个向量 , , , s α α α 若满足： 

（1） , , , s α α α 线性无关； 

（2）V 中的任一向量α都可由 , , , s α α α 线性表示. 

则称向量组 , , , s α α α 是向量空间V 的一个基（或基底），向量 , , , s α α α 分

别称为基向量，基向量的个数 s 称为向量空间的维数，记为dimV ，并称V

是 s 维向量空间。 

注 如果向量空间没有基，规定它的维数为 0，这时向量空间只有一个

零向量，即零空间没有基，它的维数为 0. 此外，若把向量空间V 看做向量

组，这时向量空间的基就是向量组的一个极大线性无关组，向量空间的维

数就是向量组的秩. 

【例 4.16】 求
nR 的一组基和维数. 
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解 在
nR 中， n基本向量组 

     1 21,0, ,0 , 0,1, ,0 , , 0,0, ,1
T T T

n  e e e  

显 然 是 线 性 无 关 的 ， 并 且 对 任 意 ( , , , )T n

nx x x R α  有 α

n nx x x   e e e ，因而 1 2, , , ne e e 为
nR 的一个基，且dim nR n . 

定理 4.18  设W 是任何 n维向量构成的向量空间，则必有 dimW n . 

【证】 因为W 是 n
R 的子空间，所以W 的基可由 n

R 的基线性表示，故

dimW n . 

定义 4.13设 1 2, , , rα α α 是 r 维向量空间V 的一个基，对 Vβ ，中任意

一 个 向 量 β ， 总 有 且 仅 有 一 组 有 序 数 1 2, , , rx x x ， 使 得

1 1 2 2 r rx x x   β α α α 成立，则称  1 2, , ,
T

rx x x 为向量 β在基 1 2, , , rα α α

下的坐标(coordinates)．  

 

【例 4.17】 设向量组 

     1 21,1, ,1 , 0,1, ,1 , , 0,0, ,1
T T T

n  β β β . 

（1）证明： 1 2, , , nβ β β 是向量空间 nR 的一个基； 

（2）求
nR 中的向量  1,2, ,

T
nβ 在 1 2, , , nβ β β 下的坐标. 

解 作矩阵  1 2, , , ,nβ β β βB = ，利用初等行变换将B 化为行阶梯形，

可得 

 

中测：坐

标的计算 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能 力 培

养: 

化抽象为

具体，培

养学生抽

象思维能

力。 

 

 

 

 



1 , , 1, ,2

1 0 0 1 1 0 0 1

1 1 0 2 0 1 0 1

0 0

1 1 1 0 0 1 1

i ir r i n n

n

  

   
   
   
   
   
   

B = ， 

因为初等行变换不改变矩阵列向量组的线性关系，所以 1 2, , , nβ β β 线性无

关，故它为
nR 的一个基.又 1 2 n  β = β β β ，所以  1,2, ,

T
nβ 在

1 2, , , nβ β β 下的坐标为  1,1, ,1
T
. 

 

二、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 向量空间，子空间;        

2. 基和维数 

 

三、 复习思考与作业 

思考题： 

1. 比较基与极大无关组的概念的关系。 

2. 不同基引起坐标间的关系如何？ 

    作业题： 

课本 P148，习题 4.4：1、2、3 
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第（17）次课 

教学章节 第四章 第 4.4节（2） 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：理解过渡矩阵的概念，不同基会引起坐标之间的变换，理解基变换引起的

坐标的关系，更一般的线性空间的定义； 

2.教学重点：过渡矩阵，基变换和坐标变换，线性空间； 

3.教学难点：过渡矩阵，基变换和坐标变换，线性空间。 

1.教学内容：过渡矩阵，基，坐标，线性空间； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：线上、线下相结合的上课方式； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 观看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解过度矩阵的定义； 

2. 思考不同基底引起的坐标之间的关系； 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

1．多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论向量空间基与极大无关组的关系，从而深入理解向量空间

基的含义。 

② 教师举例引起课堂讨论：举出当选择不同基底时就会出现坐标不同的问题，引起学生讨论

坐标变换的原因，说明过渡矩阵的作用，深层次含义，由此引发学生结合所学矩阵知识延

伸学习，改善学生的学习方法。 

2．翻转课堂： 

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生类比后总结更一般的线性空间的的定义和例子。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

第4.4节 n 维向量空间（2） 

一、 浸入式学习与价值引领 

1.  n维向量空间的基、维数和坐标 

由上节课的两个例子可知， nR 的基不是唯一的，事实上，有下面定理. 

定理 4.19 向量空间 nR 中任意 n 个线性无关的向量所组成的向量组都

是 nR 的一个基. 

证 设 , , , n α α α 是向量空间 nR 的任一线性无关的向量组，定义 4.12中

的条件（1）自然满足. 对V 中任一向量α，由dimV n，有 , , , ,n α α α α线

性相关（向量的个数大于向量的维数）. 由于 , , , n α α α 线性无关，可知α可

由 , , , n α α α 线性表出，且表出方式唯一. 定义 4.12中的条件（2）也满足，
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所以，向量组 , , , n α α α 是 nR 的一个基. 

若向量组 , , , s α α α 是向量空间V 的一个基，则向量空间V 可表示为 

, , , ,s s iV λ λ λ λ i s     x = α α α R  

即向量空间可以看成是由其基所生成的向量空间，这就对向量空间的结构

比较清楚了. 

2. n维向量空间的基变换和坐标变换 

从上一节的讨论我们已经知道，向量空间V 的基不是唯一的，但当这

个基确定后，V 中向量在该基下的坐标是唯一确定的，进一步，同一向量

在不同基下的坐标一般是不同的.本节就要讨论向量空间V 中两个不同基

之间的关系以及同一向量在不同基下的坐标之间的关系. 

定义 4.14 设 1 2, , , rα α α 和 , , ,
r1 2

β β β 是n维向量空间V 的两个基，则

, , ,
r1 2

β β β 可由基 1 2, , , rα α α 线性表示，设表示式为         

1 1 2 2 , 1,2, ,j j rj rc c c j r   
j
β = α α α           （4.11） 

或等价于矩阵形式 

   11 2 2, , ,, , ,r r α α α Pβ β β ，               （4.12） 

其中 ( ), , 1,2, ,ijc i j r P ，称 P 为从基 1 2, , , rα α α 到基 , , ,
r1 2

β β β 的过渡

矩阵．称（4.11）或（4.12）为由基 1 2, , , rα α α 到基 , , ,
r1 2

β β β 的基变换

公式. 

过渡矩阵建立了向量空间V 中的两个基之间的联系，具有下列性质. 

（1）满足（4.12）的过渡矩阵 P 的第 j 列是 jβ 在基 1 2, , , rα α α 下的坐

标. 

（2）过渡矩阵 P 必是可逆的，并且


P 是从基 , , ,
r1 2

β β β 到基

1 2, , , rα α α 的过渡矩阵. 

又设 V 中向量 α 在基 1 2, , , rα α α 与基 , , ,
r1 2

β β β 下的坐标分别为
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 1 2, , ,
T

rx x x 和  1 2, , ,
T

ry y y ，即有 

 

1

2

1 1 2 2 1 2, , , ,r r n

n

x

x
x x x

x

 
 
     
 
 
 

α α α α α α α  

又           

 

1

2

1 1 2 2 1 2, , , .r r n

n

y

y
y y y

y

 
 
     
 
 
 

α β β β β β β  

则 

     1 2 1 2 1

1 1 1

2 2

2

2
, , , , , , , , ,

n

n n

n

n

n

x y y

x y y

x y y

     
     
      
     
     
     

α α α α = β β β α α α P ， 

由坐标的唯一性，可得 

1 1

2 2

n n

x y

x y

x y

   
   
   
   
   
   

P     或     

1 1

2 21

n n

y x

y x

y x



   
   
   
   
   
   

P . 

称式为向量α在基 1 2, , , rα α α 与基 , , ,
r1 2

β β β 下的坐标变换公式. 

【例 4.18】  设 R 的两个基为 

1

2

3

4

(1,0,0,0) ,

(0,1,0,0) ,

(0,0,1,0) ,

(0,0,0,1)

T

T

T

T

 






 

e

e

e

e

   和     

1

2

3

4

(2,1, 1,1) ,

(0,3,1,0) ,

(5,3,2,1) ,

(6,6,1,3) .

T

T

T

T

  






 









 

(1) 求由前一个基到后一个基的过渡矩阵; 

(2) 求向量
1 2 3 4( , , , )Tx x x xx 在后一个基下的坐标; 

(3) 求在两个基下有相同坐标的向量. 

解  (1)由题意知 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

总结：化

抽象为具

体，培养

学生抽象

思 维 能

力。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



       1 2 3 4 1 2 3 4

2 0 5 6

1 3 3 6
, , , , ,

1 1 2 1

1 0 1 3

 
 
 
 
 
 

e e e e     

从而由前一个基到后一个基的过渡矩阵为

2 0 5 6

1 3 3 6

1 1 2 1

1 0 1 3

 
 
 
 
 
 

A ； 

(2)设向量  1 2 3 4, , ,
T

x x x xx 在后一个基下的坐标为  1 2 3 4, , ,y y y y ，则有 

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4x x x x y y y y      e e e e     ， 

即     

1 1

2 2

3 3

4 4

1 0 0 0 2 1 1 1

0 1 0 0 0 3 1 0

0 0 1 0 5 3 2 1

0 0 0 1 6 6 1 3

x y

x y

x y

x y

      
      
      
      
         

      

， 

故   

1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

2 1 1 1 12 9 27 33

0 3 1 0 1 12 9 231

5 3 2 1 9 0 0 1827

6 6 1 3 7 3 9 26

y x x

y x x

y x x

y x x


          

        
          

        
                      

； 

(3)由(2)知，

1 1

2 2

3 3

4 4

12 9 27 33

1 12 9 231

9 0 0 1827

7 3 9 26

x x

x x

x x

x x

     
    

     
    
            

 

 

解方程组得    

1

2

3

4

1

1

1

1

x

x
k

x

x

   
   
   
   
    

  

   ( k 为常数) . 

 

3. 线性空间 

与 n 维向量空间类似的，我们可以引入更一般地线性空间。先给出数

域的定义。 

定义 4.15  复数集合 的子集合F如果满足以下条件 (1) 0 ,1 F F  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



(2) 对 F 中任意元素 a, b，都有 , , , ( 0)      
a

a b F a b F ab F F b
b

，

则称 F 是一个数域。 

显然 , , 都是常见的数域，但是 不满足 , a b ,但是
a

b
不一定属

于 ，所以不是数域。设 F 是数域,记 F 上所有 n 元向量的集合记为 nF ，

类似 F 上所有 m n矩阵的集合记为 m nF 。 

 

定义 4.16 设 F 是数域，V 是 nF 的一个非空集合，在 V 中定义了两种

运算，一种叫加法，满足对任意 , V  ,均有  V  ；一种叫数乘运算，

满足对任意 , V k F ,都有 k V ，且对这两种运算满足下面 8条运算规

律（1）加法交换律      ； 

（2）加法结合律 ( ) ( )           

（3）V中存在零元 O，使得对任意 ,0  V    

（4）V 中每个元素都有负元素，对任意 V ，存在 V 中元素 ，使得

0,      叫做 的负元素； 

（5）单位数乘不变性 1    

（6）分配律 ( )         

（7）分配律 ( )        

（8）数乘结合律 ( ) ( )     

则满足上述所有条件的 V 称为数域 F 上的线性空间，加法和数乘称为线

性运算。 

【例 4.19】取 F 为实数，  nV 为 n 维向量的全体，由向量的运算

知此时 n 就是 n维实线性空间。 

最后介绍 

定理 4.20 设 V 是数域 F上的线性空间，则有 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能 力 拓

展：从向

量空间出

发引入更

一般的线

性空间的

定义 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（1） V中零元素 0唯一； 

（2） V中任意元素 的负元素 唯一； 

（3） 0 0, 0 0,( 1)    k a ； 

（4） 若 0,k 则 0k 或 0 。 

作为练习，请证明。 

 

二、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 向量空间，基和维数;        

2. 过渡矩阵，基变换和坐标变换; 

 

三、 复习思考与作业 

思考题： 

1. 比较基与极大无关组的概念的关系。 

2. 不同基引起的过度矩阵之间的关系如何？ 

    作业题： 

习题 4.4：2、3、4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

后测：拓

展性思考

题题和课

后检测 

 



第（18）次课 

教学章节 第四章 第 4.5节 
学

时 
2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：掌握向量的内积、向量长的概念，了解正交向量组的概念，能够运用正交

化公式将线性无关的向量组等价地化为正交化的单位向量，掌握正交矩阵的定义，穿插

用正交矩阵画出五角星的思政案例，介绍国旗的历史知识，培养艰苦朴素的意志，培养

学生逻辑推理能力及抽象思维能力； 

2.教学重点：正交化公式将线性无关的向量组化为正交向量组的几何解释； 

3.教学难点：正交化公式将线性无关的向量组化为正交向量组的几何解释。 

1.教学内容：正交向量；正交矩阵； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 观看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解向量正交的定义和正交

化的过程； 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


2. 从物理中思考讲斜坐标系变为直角坐标系的过程 

3. 了解 MATLAB 软件，学习 MATLAB 正交化的语法。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

1．在案例分析引入向量的内积和夹角的定义之后，雨课堂完成对内积和夹角计算的练习题； 

2．多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论用向量的方法画出五角星和五星红旗，从而深入理解向量

线性运算的几何意义及旋转的使用。 

② 教师举例引起课堂讨论：了解正交定义后，用向量组正交单位的性质判断正交矩阵，发散

学习思维。 

3．翻转课堂： 

根据课前布置的任务，翻转课堂，由学生回忆向量线性运算的几何意义。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

基本内容 教学反思 

4.5 向量的内积与正交向量组 

                      

一、 案例导引： 

1. 考虑线性方程组

.

x y z

x y z

x y z



 

  

，

，            （4.10） 

如果将每一个方程用向量表示，则

, , , ,

, , , ,

, , , .









   

   

α

α

α

 

因为向量 , α α 的对应分量不成比例，所以 , α α 是线性无关的，又容易看出

,  α α α 所以 , ,  α α α 线性相关.反映在方程组上就是：第一、第二两个

方程的公共解都是第三个方程的解，所以第 3 个方程是多余的，可以把它

 

 

 

 

 

 

前测：在

空间如何

刻画方程

是 多 余

的？ 

 

 

 

 

 

 

 

 



从方程组中删去，保留前两个方程.这样求解（4.10）只要求解保留方程就

行了.回顾在第三章中，我们借助矩阵的理论已经知道，保留方程的个数与

方程组系数矩阵的秩相等.然而，在一个线性方程组中，究竟哪些方程是多

余的，哪些方程可以用其余方程线性表示？为了借助向量的工具更深入地

研究这个问题，需要研究向量组的极大无关组等相关理论. 

2. 每年国庆节前后，你在北京的街头看到最多的是什么？在 

奥运会的颁奖仪式上，你最希望看到、听到什么？开启弹幕功能，从中挑

选符合本节课目标的词条内容，接着继续提问做为中国人，你知道国旗的

标准是什么？你知道怎么用向量的方法画出国旗（涂色除外）？ 

二、 浸入式学习与价值引领 

1. 向量的内积 

定义 4.15 设 , , , , , ,
T T

n na a a b b b   α = β = 是任意两个n维向量，称

数 

T T

n na b a b a b    α β = β α  

为向量α与 β的内积(inner product)，记作 ,α β . 

根据内积的定义，容易证明内积具有下列运算性质： 

(1)对称性： , ,α β β α ； 

(2)线性性： , , ,k l k lα β γ α γ β γ ； 

(3)非负性： , 0α α ， , α α 当且仅当 0α . 

这里，向量 n
α,β,γ R ， k,l R . 

定义 4.16 设有n维向量 , , ,
T

nx x x α = ，称数 

, nx x x  

 α α  

为向量α的长度或范数，记为 α .当 =α 时，称α为单位向量. 

容易验证：向量的长度具有以下基本性质： 

（1）非负性： α ， α 的充要条件是 0α ； 

（2）齐次性： k kα α ； 

 

 

 

思 政 元

素：引导

学生了解

国旗的标

准和象征

意义 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（3）三角不等式： α β α β ； 

【例 4.19】证明柯西-施瓦茨(Cauchy-Schwarz) 不等式： 

, , ,α β α α β β
. 

其中 ,α β是向量空间 nR 中任意向量. 

【证】 当α = 0时，不等式显然成立（等式）. 

当α 0时，不妨作向量 ( )t t Rα β 。由于实系数二次三项式 

,t t t


α β α β α β , , , .t t  α α α β β β
 

因此            , , , .


  α β α α β β   

于是            , , , , .


α β α α β β α β α β                   

不难证明不等式等号成立当且仅当α与 β线性相关. 

 

 

2. 正交向量组  

定义 4.17 设α与 β是 n维非零向量，称 

,
arccos , ,θ θ π

α β

α β
                              

为 n 维向量α与 β之间的夹角. 

如果 , 0α β ，称向量α与 β正交（或垂直）.显然，零向量与任何向

量正交.称一组两两正交的非零向量组为正交向量组. 

定理 4.20  若 n维向量 , , , s α α α 是正交向量组，则 , , , s α α α 线性无

关. 

【证】 设有一组数 , , , sk k k 
，使得 

s sk k k   α α α  . 

上式两边同时与 jα 作内积，得 

, , , ,s s j j j j j s s jk k k k k k      α α α α α α α α α α ， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提 出 问

题 : 定 义

角度的依

据 是 什

么? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（4.13） 

由于 , , , s α α α 是正交向量组，所以 

, ,
, , , , ,

, ,
j

i j
i j s

i j



 


i

j

α α
α

， 

于是（4.13）式成为 

, , , , ,j j j j jk k j s


  α α α
. 

因 jα ，故 j



α ，从而必有 , , , ,jk j s   ，故 , , , m α α α 线性无

关.   

定义 4.18 设向量空间V 的一个基 , , , s α α α 两两正交，则称 , , , s α α α

为V 的正交基 .若 , , , s α α α 是两两正交的单位向量，则称为V 的标准正交

基或规范正交基. 

【例 4.20】设 , , , n α α α 为 n
R 的一个标准正交基。求 n

R 中向量α在这

个基下的坐标. 

问题：空间中描述物体位置的坐标系发生了倾斜，如何恢复呢？或者

物理中的斜坐标系如何变为直角坐标系？ 

设 , α α 是平面几何向量空间的任一基，则有 , α α 线性无关. 下面从这

个基出发，构造一个标准正交基如图所示. 

 

     

 

 

 

    先来构造一个正交基 , β β . 取 , k    β α β α α ，使 ,  β β . 于

是， 

,
, , , .

,
k k

 

   

 


α α

α α α α
α α

 

代回去，即有 , β α  
,

,

 

  

 

α β
β α β

α α
. 由 , α α 不共线，可知 β 0 ， , β β

构成正交基. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

问 题 : 从

实际问题

出 发 , 如

何将向量

组 正 交

化? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  



单位化，即得标准正交基 , 
 

 

β β
γ γ

β β
. 

推广到一般情形，设 , , , n α α α 是欧氏空间 n
R 的任一基，则可以类似地

构造出一个标准正交基 , , , n γ γ γ ，其步骤如下：先构造正交基.  

取 , β α  

,
,

,

 

  

 

α β
β α β

β β
 

, ,

, ,

   

   

   

α β α β
β α β β

β β β β
 

…… 

, , ,
.

, , ,

n n n n

n n n

n n

  

  

     

α β α β α β
β α β β β

β β β β β β
 

再将它们单位化为： , , , n γ γ γ .其中 , , , ,
j

j

j

j n 
β

γ
β

.这就是由

向量空间的一般基构造出的标准正交基，这个正交化过程称为施密特正交

化方法. 

 

【例 4.21】己知 , ,  α α α 构成 
R 的基，其中 , , .  

  

  

  

α α α  

用施密特正交化方法求


R 的一个标准正交基. 

    【解】 (1) 正交化，得正交基 

, 







β α

  

  

,
,

,

 

  

 

  
 

  
 

  

α β
β α β

β β

 

, ,
.

, ,

   

   

   

   
  

   
  

   

α β α β
β α β β

β β β β

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    (2) 单位化，得标准正交基 

, , .  

  
  

  
  
  

γ γ γ

 

 

 

3. 正交矩阵 

前面给出了标准正交基的概念，下面以 
R 和 

R 的标准正交基为列构成

的二阶和三阶矩阵，例如 

cos sin
, ,

sin cos

θ θ

θ θ

 

   

   

 

，

  

  

  

  

  

  

. 

可以验证它们都满足 

T
A A E  

由此得到正交矩阵的概念. 正交矩阵是一种重要的实方阵，它的行、

列向量组都是标准正交向量组. 

定义 4.19（正交矩阵）设 A是 n阶可逆实数矩阵，若
T

A A E ，则称 A

是正交矩阵. 

显 然 ， 正 交 矩 阵 A 一 定 是 可 逆 矩 阵 且
T

A A ， 因 而

T T T
T

A A AA = E ，故
T

A 也为正交矩阵. 

定理 4.22 n阶方阵 A是正交矩阵的充分必要条件是 A的列（行）向

量组是
n

R 的一组标准正交基. 

【证】 设 , , , n A α α α ，由于 

,

T T T T

n

T T T T

T n

n

T T T T

n n n n n

     

     

 

 

α α α α α α α

α α α α α α α
A A α α α

α α α α α α α
 

因此
T

A A E 的充分必要条件是
,

, ( , , , , )
,

T

i j

i j
i j n

i j


 


α α ，即 A的列

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



向量组 , , , n α α α 为 n
R 的一个标准正交基.  

由于
T

A 为正交矩阵，所以
T

A 的列向量组为为
n

R 的一个标准正交基，即

A的行向量组是
n

R 的一组标准正交基.  

类似地有， A是正交矩阵的充分必要条件是 A的行向量组是
n

R 的一个

标准正交基. 

定理 4.23  正交矩阵满足下列性质： 

(1) 正交矩阵的行列式等于 ； 

(2) 正交矩阵的逆矩阵为正交矩阵； 

(3) 正交矩阵的积为正交矩阵. 

    【证】 (1) 设 A是正交矩阵，则
T

A A E . 由行列式乘法定理，可得 

,T T
A A A A A E .A

 

    (2) 设 A是正交矩阵，则
T

A A . 于是
1( ) ( ) ( )T T  

A A A ，


A

是正交矩阵. 

    (3) 设 ,A B 是正交矩阵，则 , 
A A B B . 于是， 

( ) ( ) ,T T T  
AB B A B A AB  

AB 是正交矩阵.   

【例 4.22】判断下列矩阵是否为正交矩阵. 

（1）

1 1
1

2 3

1 1
1

2 2

1 1
1

3 2

 
 

 
 
 
 
  
 

；（2）

1 1 1

3 3 3

1 1
0

2 2

2 1 1

6 6 6

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

解(1)因为第一个行向量不是单位向量,故不是正交矩阵； 

（2）因为它的列向量组是相互正交的单位向量组，故是正交矩阵. 

4. 应用案例—画五角星和红旗 

1、 建立坐标系确定大五角星和小五角星的位置 

根据国旗的规定，我们需要确定大小五角星的位置，按通常的处理方法将

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政应用

案例：复

习向量线



旗面左上角 1/4的地方，所以我们放大左上角的空白处，按长 15等分，宽

10 等分，而大五角星的中心点在旗面上五下五，左五右十之处，再以中心

点为原点建立直角坐标系，这里也渗透了数学建模解决实际问题的思想，

让学生们顿时豁然开朗，原来数学隐藏在这里呢。 

   

   

2、 根据国旗规定，每个小五角星都有自己特定的位置，那么在我们新建立的

直角坐标系下，可以用坐标把它们确定下来，如果连接后就得到向量了。 

第一点在上二下八、左十右五之处，对应坐标为 1(5,3)O ，连接后得向量

1OO ；第二点在上四下六、左十二右三之处，对应坐标为 2 (7,1)O ，连接后

得向量 2OO ；第三点在上七下三、左十二右三之处，对应坐标为 3(7, 2)O  ，

连接后得向量 3OO ；第四点在上九下一、左十右五之处，对应坐标为

4 (5, 4)O  ，连接后得向量 4OO 。 

   

性运算，

理解正交

矩阵的几

何 意 义 -
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3、 除了明显标记出坐标的除了 5 个中心点，按规定，大五角星中心点的正上

放 3 个单位处有一个顶点，记为 A，对应坐标为(0,3)，链接后得向量OA。

此时我们先假设大五角星已经做出来了，假设其他顶点分别为 B,C,D,E 与

中心点 O相连后得依此又得到向量 , , ,OB OC OD OE 。 

线下课堂互动问题：如何通过大的五角星做出小的五角星呢？ 

 

   

 
         

4、 引导学生复习向量的线性运算的几何意义 

复习向量的两种线性运算，特别是几何意义，希望从中找出画小五角星的

方法。 

加法：给定向量 ,a b，按平行四边形或者三角形法则，将b 沿a 移动后，首

尾链接 ,b a就得到a b ，所以向量的加法就是向量的平移。 

数乘：已知向量 ,a k为实数，则向量 ka 大小和方向依赖 k 的正负和大小，

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



如下图所示，所以向量的数乘就是向量的伸缩。 

   

  

5、 解决部分问题 

按规定，要求 4 颗小五角星顶点到其中心的距离是 1 个单位，可用向量的

数乘将大五角星的坐标放缩 1/3 得到小五角星，然后再用向量的加法分别平

移到 4 个小五角星的中心位置。具体为将向量 , , , ,OA OB OC OD OE 分别乘

以 1/3就可以确定中心点在原点的小五角的 5个顶点，相连后得到小五角星。

再将小五角星按向量 1 2 3 4, , ,OO OO OO OO 平移，这样就完全在旗面上确定

了 5 个五角星了。 

   

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

线下课堂互动问题：小五角星的尖没有指到大的中心点，如何改变？为了解决

遗留的两个问题，引入向量新的运算---旋转. 

6、 引入正交矩阵的定义 

为了解决遗留的两个问题，我们引入向量旋转的工具，并提炼出其中最核心

的内容-正交矩阵的定义，而画五角星所用到的矩阵刚好是一个例子。我们先

处理了平面向量逆时针旋转 θ后向量坐标间的关系，已知向量 1 2( , )Ta a a ，

绕原点逆时针旋转角度 θ后得到向量 1 2( , )Tb b b ，问b 的坐标是多少？ 

 

只要掌握向量的定义就能给出解答，不妨设 a l ，且 a 与 x 轴的夹角为，

则由坐标的定义知 1 2cos , sina l a l   ，旋转后向量b 的夹角为  ，而

旋 转 不 改 变 向 量 的 长 度 ， 再 按 横 纵 坐 标 定 义 计 算 出

1 2cos( ), sin( )b l b l       ，由初等数学中三角函数和差化积公式带入，

化简后得到 , ,a b  之间的关系为 

1 1 2 1 1

2 1 2 2 2

cos sin cos sin

sin cos sin cos

b a a b a

b a a b a

   

   

       
      

       ， 

结合矩阵乘法写成矩阵相乘的形式，这就是平面向量的旋转公式。 

特别记
cos sin

sin cos
R

 

 

 
  
 

，称之为平面向量旋转矩阵，其最本质的性质是 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2

1 0

0 1

T TR R R R E   

 
   

 
。 

为此引入本节课的重要内容-正交矩阵。 

定义：若 n nA  满足 T T

nAA A A E  ，称矩阵 A为正交矩阵。 

那么显然上面的旋转矩阵就是一类正交矩阵，为了促进学有余力的学生思考，

留了课后思考题，求出所有 2 阶正交矩阵？ 

 

7、 完成大五角星的作图 

有了旋转工具后，我们来确定大五角星的顶点位置，从而画出大五角星。

已知顶点 A对应向量 (0,3)OA  ，显然 , , , ,OA OB OC OD OE 恰好均分一个

圆 周 ， 则 相 邻 向 量 之 间 的 夹 角 为
360

72
5

 ， 取 旋 转 矩 阵

cos72 sin 72

sin 72 cos72
R

 
  
 

，将向量OA旋转一次得到向量 

0 2.853cos72 sin 72

3 0.927sin 72 cos72
OB ROA

     
      

    
，依次旋转得向量 

2

2
0 1.763cos72 sin 72

3 2.427sin 72 cos72
OC R OA

     
       

    
， 

3

3
0 1.763cos72 sin 72

3 2.427sin 72 cos72
OD R OA

     
       

    
， 

4

4
0 2.853cos72 sin 72

3 0.927sin 72 cos72
OE R OA

     
       

    
，连接后得到大五角

星。 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   

   

 

8、 调整角度，完成作图 

调整小五角星的尖对准大的中心点。因为小五角星是通过平移获得的，其

尖没有对准大的中心点，我们还是利用旋转矩阵，通过计算得知，将 4 颗

小星分别绕其中心点逆时针旋转50 ,26 ,2 ,51 ，这样就对准了大星的中心

点了，象征围绕着一个中心而团结，最后再涂色就是一面标准的五星红旗

了。 

   

 

 

 

三、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 向量组的秩;        

2. 正交化一组线性无关的向量组; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



四、 复习思考与作业 

思考题： 

1.定义向量间夹角的理论依据是什么？ 

2. 正交矩阵的几何意义是什么？ 

作业题： 

第 156页，习题 4.5： 第 2；4；7；9 

后测：拓

展性思考

题题和课

后检测 

 

 



第（19）次课  

教学章节 第五章 第 5.1、5.2（1） 学时 2 学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：了解线性方程组的 3种形式以及有解的等价描述，理解齐次线性方程组基

础解析的概念，掌握用基础解系求解齐次线性方程组的通解的方法，掌握非齐次线性方

程组与对应导出组的解之间的联系，能够运用基础解系求解非齐次的通解，能够熟练使

用数学软件求解具体的线性方程组，培养学生动手操作的能力，穿插思政案例培养自信、

爱国的情怀，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力。 

2.教学重点：寻找基础解系，理解齐次与非齐次线性方程组的结构定理和内在联系； 

3.教学难点：寻找基础解系，理解齐次与非齐次线性方程组的结构定理和内在联系。 

1.教学内容：基础解系；解的结构定理； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 查看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解齐次线性方程组解的结

构； 

2. 复习之前用自由未知量的方式表达通解的方法，从向量的角度思考解的结构； 

3. 了解 MATLAB 软件，学习 MATLAB 解齐次线性方程组的语法。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论总结线性方程组的等价表示以及齐次和非齐次有解的等价

命题，发散性地启发学生思考问题。 

② 教师举例引起课堂讨论：举出之前用自由未知量表达通解的方式，从中分析和基础解系的

关系，说明知识点内在联系，由此引发学生结合所学知识延伸学习，改善学生的学习方法。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

3.1 线性方程组解的等价命题 

3.2 齐次线性方程组的解的结构（1） 

一、 浸入式学习与价值引领 

1. 线性方程组解的等价命题   

（1）一般形式 

     

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.....................................

,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


   

               （5.1） 

其中 1 2, , , nx x x 为未知量，m 为方程的个数.  
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（2）矩阵形式 

AX b                         （5.2） 

其中

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 

X ， 

1

2

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 

b . 

（3）向量形式 

1 1 2 n nx x x2+ + + = b                    （5.3） 

 

其中

1

2
( 1, 2, , )

j

j

j

mj

a

a
j n

a

 
 
  
 
  
 

 ，

1

2

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 

b . 

 

2. 线性方程组有解的等价描述 

定理 5.1 对形如（5.1）或（5.2）或（5.3）的齐次线性方程组（此时

0b ），下列命题是等价的： 

（1）方程组有非零解； 

（2）系数矩阵 A的列向量组
1 2
, , ,

n
   线性相关； 

（3）存在不全为零的数 n
k k k

1 2
, , , ，使得 n n

k k k
1 1 2 2

0      成立； 

（4）系数矩阵的秩小于未知量的个数，即  R nA ； 

（5）系数矩阵的列向量组
1 2
, , ,

n
   的秩小于未知量的个数，即

 1 2, , ,R n  n . 

读者可以类似写出齐次线性方程组只有零解的若干等价性条件. 

定理 5.2 对形如（5.1）或（5.2）或（5.3）的非齐次线性方程组（此

时  0b ），下列命题是等价的. 

（1）方程组有解（唯一或无穷多）； 

（2）常数项向量b 可由系数矩阵 A的列向量组
1 2
, , ,

n
   线性表示； 
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显示,总
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（3）两个向量组 1 2, , , n   和 1 2, , , ,n b   等价； 

（4）系数矩阵和增广矩阵有相同的秩，即    R RA A ； 

（5）向量组
1 2
, , ,

n
   和向量组

1 2
, , , ,

n
b   有相同的秩，即 

   R R
1 2 1 2
, , , , , , ,

n n
b      . 

类似写出非齐次线性方程组无解的若干等价性条件. 

【例 5.1】设 ,A B为满足 0AB  的任意两个非零矩阵，证明: A的列向

量组线性相关，B 的行向量组线性相关． 

证 由 0AB  知， B 的每一列均为  0AX 的解，而 B 为非零矩阵，所

以  0AX 存在非零解，根据定理 5.1可知，A的列向量组线性相关．同理，

由 0AB  知， T T  0B A ，于是
T

B 的列向量组即B 的行向量组线性相关． 

 

3. 齐次线性方程组解的结构 

性质 5.1 若向量 , ξ ξ 为齐次线性方程组 XA = 的两个解，则  ξ ξ 仍

为 XA = 的解. 

性质 5.2 若向量 ξ为齐次线性方程组 XA = 的解， c 为任意实数，则

向量 cξ 仍为 XA = 的解. 

定义 5.2(基础解系) 设 , , , k ξ ξ ξ 为 n元齐次线性方程组 XA = 的 k

个解向量，如果满足 

（1） , , , k ξ ξ ξ 线性无关； 

（2）方程组的任一解向量都可以由 , , , k ξ ξ ξ 线性表出. 

则称 , , , k ξ ξ ξ 为方程组 XA = 的基础解系. 

由该定义可知，方程组 XA = 的基础解系可以看做是该方程组的解向

量组的极大线性无关组.下列定理给出基础解系的存在性条件. 

定理 5.3 若 n元齐次线性方程组 XA = 的系数矩阵的秩 ( )R r nA ，

则该方程组必有基础解系，且基础解系所含解向量的个数为 n r . 
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证 设齐次线性方程组 XA = 的系数矩阵为 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A ， 

由于 ( )R r nA ， A中必有 r 个列向量线性无关. 不妨设 A的前 r 个列向

量线性无关，于是若对 A进行初等行变换，则 A可化为 

1 1 1

2 1 2

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r n

r r r n

m n

c c

c c

c c









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

与之对应的同解方程组为 

1 1, 1 1 1, 2 2 1

2 2, 1 1 2, 2 2 2

, 1 1 , 2 2

0,

0,

0,

r r r r n n

r r r r n n

r r r r r r r r n n

x c x c x c x

x c x c x c x

x c x c x c x

   

   

   

   


   


      

取 , , ,r r nx x x  为自由未知量，得 

1 1, 1 1 1, 2 2 1

2 2, 1 1 2, 2 2 2

, 1 1 , 2 2

,

,

.

r r r r n n

r r r r n n

r r r r r r r rn n

x c x c x c x

x c x c x c x

x c x c x c x

   

   

   

    


    


     

                 

（5.4） 

令 , , ,r r nx x x  为下列 n r 组数： 

, , ,

r

r

n

x

x

x





  

  

  

.                           

(5.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



由方程组（5.4）依次可得 

, , ,

r r n

r r n

rr rr rnr

c c cx

c c cx

c c cx

    

    

  ， 

从而得到原方程组 XA = 的n r 个解 

, , ,

r r n

rr r rn

n r

c c c

c c c

    

  

   

  

  

ξ ξ ξ .                 

(5.6) 

下面证明 , , , n r ξ ξ ξ 就是齐次线性方程组 XA = 的一个基础解系. 

首先，由于 n r 维单位向量组（5.5）线性无关，根据第四章定理 4.2

可知，它的延长向量组（5.6），即向量组 , , , n r ξ ξ ξ 也线性无关. 

其 次 ， 证 明 方 程 组 XA =  的 任 一 解 ( , , , )T

nk k k ξ 都 可 由

, , , n r ξ ξ ξ 线性表出. 因为方程组（5.4）是原方程组的同解方程组，于是

( , , , )T

nk k k ξ 满足（5.4），进一步有 

1 1, 1 1 1, 2 2 1

2 2, 1 1 2, 2 2 2

, 1 1 , 2 2

1 1,

,

,

,

.

r r r r n n

r r r r n n

r r r r r r r rn n

r r

n n

k c k c k c k

k c k c k c k

k c k c k c k

k k

k k

   

   

   

 

    


    



    








 

   

即

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1
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2

,1 0 0

0 1 0

0 0 1
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r

r
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c c c

k

c c c
k
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k

k
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ξ ξ ξ  

所以方程组的任意一个解都可以由 , , , n r ξ ξ ξ 来线性表出. 

这就证明了 , , , n r ξ ξ ξ 是齐次方程组 XA = 的基础解系，并且含有 

n r 个解向量.   

进一步地，由定理 5.3立即可得如下结论. 

推论 5.1 若n元齐次线性方程组 XA = 的系数矩阵的秩 ( )R r nA ，

则它的任意 n r 个线性无关的解都是一个基础解系. 

 

 

二、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 基础解系;        

2. 齐次与非齐次的通解之间的关系; 

 

三、 复习思考与作业 

思考题： 

1.用基础解系表达的方程组的通解与之前用自由未知量表达的通解之间

是什么关系？。 

2. 基础解系是极大无关组吗？ 

作业题： 

第 176-177页，习题 5.2：4（1）；5题  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

中测：齐

次线性方

程组非零

解的判定 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

后测：拓

展性思考

题题和课

后检测 

 



第（20）次课  

教学章节 第五章 第 5.2（1）、5.3 学时 2 学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：了解线性方程组的 3种形式以及有解的等价描述，理解齐次线性方程组基

础解析的概念，掌握用基础解系求解齐次线性方程组的通解的方法，掌握非齐次线性方

程组与对应导出组的解之间的联系，能够运用基础解系求解非齐次的通解，能够熟练使

用数学软件求解具体的线性方程组，培养学生动手操作的能力，穿插思政案例培养自信、

爱国的情怀，培养学生逻辑推理能力及抽象思维能力。 

2.教学重点：寻找基础解系，理解齐次与非齐次线性方程组的结构定理和内在联系； 

3.教学难点：寻找基础解系，理解齐次与非齐次线性方程组的结构定理和内在联系。 

1.教学内容：基础解系；解的结构定理； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析，培养学生自主学习能力，训练

独立思考的素质）： 

1. 观看中国大学慕课平台线性代数典型习题讲解中的课程导学，初步了解非齐次和齐次线性方程

组解的关系； 

2. 比较以前用自由未知量表达通解的结构和这里的关系； 

3. 了解 MATLAB 软件，学习 MATLAB 的相关语法语句。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点（将启发式、互动式和探究式等多种教学方法适时融入教学过

程，提高学生课堂学习的深度参与度，培养逻辑思维能力，思辨能力等）： 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：讨论从齐次过渡到非齐次遇到的具体问题，从而深入理解基础

解系的的含义。 

② 教师举例引起课堂讨论：举出用自由未知量表达通解的例子，说明从中可以读出基础解系

和特解，由此引导学生多角度思考问题，改善学生的学习方法。 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况，帮助学生进一步

深入理解掌握知识点，培养解决复杂问题的能力，训练学以致用的素质） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在 MOOC 平台讨论区，展开内容讨论，并及时评价： 

3.在北化在线平台完成课后测试； 

4.在微信群、企业微信群、mooc平台、线下随时回答解决同学的问题。 

    基本内容 教学反思 

5.2 齐次线性方程组的解的结构（2） 

5.3 非齐次线性方程组解的结构 

一、 浸入式学习与价值引领 

1. 齐次线性方程组解的结构 

上节课的定理 5.3和定理 5.4不仅表明了齐次线性方程组基础解系的存

在性条件，实际上还指出了求齐次线性方程组的基础解系的一种方法和通解

的表示方法.下面举例说明有关它们的运用.  

 

 

 

前测：关

联之前自

由未知量

表达通解

的方法，

找出内在

联系，  

培养学生

发散性思

维. 

 

 

 



 

【例 5.4】设齐次线性方程组 

         

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

(1 ) 0,

2 (2 ) 2 2 0,

3 3 (3 ) 3 0,

4 4 4 (4 ) 0.

a x x x x

x a x x x

x x a x x

x x x a x

    


    


    
     

 

（1）试问 a为何值时，方程组有非零解？ 

（2）求出一个基础解系，并用基础解系表示通解． 

解（1）由方程组的系数行列式 

        3

1 1 1 1

2 2 2 2
(10 )

3 3 3 3

4 4 4 4

a

a
a a

a

a




  





A ， 

可知， 当 3(10 ) =0a a A ，即 0a  或 10a   时，方程组有非零解． 

（2）分别讨论如下. 

① 当 0a  时 ， 对 系 数 矩 阵 A 作 初 等 行 变 换 ， 得

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 0 0 0 0

3 3 3 3 0 0 0 0

4 4 4 4 0 0 0 0

   
   
    
   
   
   

A ， 行 最 简 形 矩 阵 对 应 的 方 程 组 为

1 2 3 4 0x x x x    ，即 1 2 3 4x x x x    ，其中 2 3 4, ,x x x 是自由未知量 .                    

（5.7） 

分别令自由未知量 2 3 4, ,x x x 为下列 3（注意本题中 ( ) 4 1 3n R   A ）

组数， 

令

2

3

4

1

0

0

x

x

x

   
   


   
   
   

，得 1 1x   ，进一步得， 1

1

1

0

0



 
 
 
 
 
 

； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

知识点融

合：当系

数矩阵是

方阵时，

分类讨论

中克莱默

法则具有

指导意

义，体现

不同知识

点之间的

关系 

 

 

 

 

 

 

 



令

2

3

4

0

1

0

x

x

x

   
   


   
   
   

，得 1 1x   ，进一步得，
2

1

0

1

0



 
 
 
 
 
 

； 

令

2

3

4

0

0

1

x

x

x

   
   


   
   
   

，得 1 1x   ，进一步得，
3

1

0

0

1



 
 
 
 
 
 

, 

从而 1 2 3, ,   为一基础解系，方程组的通解为 1 1 2 2 3 3k k k      , 其中

1 2 3, ,k k k 为任意常数. 

 

【例 5.3】（重要结论）若 m n n s   0A B ，则    R R n A B . 

解  设 B 的列向量组为 1 2, , , s   ，即  1 2, , , sB    ，则由

m n n s   0A B 可得， j  0A ， 1,2, ,j s ，于是 1 2, , , s   是齐次线性方

程组  0AX 的 s 个解向量.又根据定理 5.3可知，方程组  0AX 的基础解系

应含有  n R A 个解向量，也即方程组  0AX 的解空间中含有的线性无关

的解向量个数最多为  n R A ， 

于是    1 2, , , s n R R A   ，也即 

     1 2, , , s n R R B = R A   ，故    R R n A B . 

 

2. 非齐次线性方程组解的结构  

非齐次线性方程组的 XA b（此时  0b ）解的性质和解的结构与它的

导出组 XA 的解之间有密切的关系.通过直接验证可得 

性质 5.3 若 , η η 为非齐次线性方程组 XA b的解，则
 




η η 也为

方程组的解. 

性质 5.4 若 , η η 为非齐次线性方程组 XA b的解，则  η η 为其导出

组 XA 的解. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

总结：重

要知识点

和结论 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



性质 5.5 若η 为非齐次线性方程组 XA b的解，ξ为其导出组 XA 

的解，则η = ξ + η 也是 XA b的解. 

由定理 5.4和性质 5.5，不难得到如下非齐次线性方程组解的结构定理. 

定理 5.5 如果非齐次线性方程组 XA b有无穷多解，则它的通解可以

表示为 x η ξ，其中 η 为非齐次线性方程组 XA b的一个特解，而 ξ 为

其导出组 XA 的通解.进一步地，当 , ,..., n r ξ ξ ξ 为 XA 的一个基础解

系时，非齐次线性方程组 XA b的通解可表示为 

... n r n rk k k   x η ξ ξ ξ ,其中 , ,..., n rc c c  是任意常数. 

证 由性质 5.5 可知，η ξ是非齐次线性方程组 XA b的解.设 x 是

非齐次线性方程组 XA b的任意一个解，则由性质 5.4可知，ξ x η 是

其导出组的一个解，于是得到 x η ξ .当
, , , n r ξ ξ ξ

为 AX 的一个基

础解系时，由定理 5.4可知， n r n rk k k   ξ ξ ξ ξ ， 

进而 n r n rk k k   x η ξ ξ ξ . 

【例 5.6】 求非齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1,

3 6 2 2,

2 7 3.

x x x x

x x x x

x x x x

    


   
    

 

的通解，并用导出组的基础解系表示其通解. 

解 对增广矩阵  A b 施行初等行变换化为行阶梯形如下， 

1 2 1 1 1 1 2 0 3 4

3 6 2 1 2 0 0 1 4 5

1 2 1 7 9 0 0 0 0 0

    
   

     
        

， 

由此可知，     2R R A A b ，故其导出组的基础解系含有 4 2 2n r   

个线性无关的解向量，又原方程组的同解方程组为
1 2 4

3 4

2 3 4,

4 5,

x x x

x x

  


  
 

即   
1 2 4

3 4

4 2 3 ,

5 4 ,

x x x

x x

  


  
，其中 x x

2 4
, 为自由未知量． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 令 2 40, 0x x  ，解得 1 34, 5x x   ，由此即得方程组的一个特解为 

(4,0, 5,0)T  . 

又对应的齐次线性方程组为
1 2 4

3 4

2 3 ,

4 .

x x x

x x

  


 
 

令
2

4

1

0

x

x

   
   
  

，解得
1

3

2

0

x

x

   
   
  

，因此
1

2

1

0

0

 
 
 
 
 
 

 ； 

令
2

4

0

1

x

x

   
   
  

，解得
1

3

3

4

x

x

   
   

  
，因此 2

3

0

4

1

 
 
 
 
 
 

 . 

从而 
1 2
, 为一个基础解系． 

非齐次方程组的通解为
1 2

k k
1 2

x     , 其中 1 2,k k 为任意常数. 

【例 5.7】 已知 4 阶方阵  1 2 3 4
, , ,A     ， 1 2 3 4

, , ,    均为 4 维列

向量， 其中 2 3 4
, ,   线性无关， 1 2 3

2    ，如果 1 2 3 4
       ，

求线性方程组 AX β 的通解． 

解 由  
1 2 3

2  可知，向量组 1 2 3 4
, , ,    线性相关，而已知 2 3 4

, ,  

线性无关，所以    1 2 3 4, , , 3R R A     ，于是   3R A ．因而齐次方程

组 AX  的基础解系所含向量的个数   4 3 1n R   A 个． 

又 1 2 3
2    ，也即 4

1 2 1 0
1 2 3

( ) 0            ，所以  1, 2,1,0
T



是齐次方程组 0AX  的一个解，进而齐次方程组 0AX  的通解为

 1, 2,1,0
T

k  ，其中 k 为任意的常数． 

再由 1 2 3 4
       可得，向量  

T
1,1,1,1 是方程组 AX β 的一个

解． 

于是线性方程组 AX β 的通解为    1, 2,1,0 1,1,1,1
T T

k   ，其中 k 为任意的常

数． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

二、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 基础解系;        

2. 齐次与非齐次的通解之间的关系; 

 

三、 复习思考与作业 

思考题： 

1.用基础解系表达的方程组的通解与之前用自由未知量表达的通解之间

是什么关系？。 

2. 基础解系是极大无关组吗？ 

作业题： 

第 180-181页，习题 5.3: 5（1）；6题。 

 

 

 

 

 

 

后测：拓

展性思考

题题和课

后检测 

 



第（21）次课    
 

教学章节 1-5章阶段性总结，第六章第 6.1节 学时 2学时 

教材 

和参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学用

书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

7. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：回顾 1-5章主要知识点；学习 6.1节特征值与特征向量的概念及计算。 

2.教学重点：矩阵的特征值与特征向量的概念与计算。 

3.教学难点：概念的深层次含义。 

4.教学内容：矩阵的特征值与特征向量的概念、性质；相似矩阵的概念； 

5.时间安排：2学时； 

6.教学方法：例证法、启发诱导法、讲授法与讨论相结合； 

7.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC平台讨论+北化在线测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.复习第一到五章内容； 

2.整理作业问题： 

3.做第一到五章思维导图 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课中检测，并探讨重点、难点知识点 

1.第一到五章知识点复习，雨课堂完成典型习题； 

2.翻转课堂 

  学生讲解作业（一题多解） 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC平台、线下随时回答解决同学的问题； 

    基本内容 
教学反

思 

第 1-5 章阶段性总结： 

第 1 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、矩阵的定义 

2、几种特殊的矩阵 

3、矩阵的加法、数乘、乘法、幂与多项式 

4、矩阵的转置 

5、对称与反对称矩阵 

注意点： 

1、两矩阵可以相乘的条件 

2、矩阵的乘法不满足交换律 

3、矩阵的乘法不满足消去律 

4、AE=EA=A 

5、矩阵多项式中常数项的写法 

6、矩阵乘积的转置—反序律 

常见题型： 

1、矩阵的运算 

2、求矩阵的幂 

3、求逆矩阵 

4、解矩阵方程 

5、有关特殊分块矩阵的题目 

6、有关初等变换与初等矩阵的题目 

 

第 2 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、行列式的定义 

2、行列式的性质 

3、余子式与代数余子式 

4、行列式展开定理 

5、方阵的行列式 

 

前测：  

测试学

生的矩

阵与向

量的乘

法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政

元素 

矩阵对

向量的

作用可

用于图

像处



6、伴随矩阵 

7、矩阵可逆的充要条件 

注意点： 

1、行列式的拆分性质 

2、行列式展开法则的应用 

3、常用的特殊行列式 

4、方阵行列式的性质 

5、伴随矩阵的定义 

6、伴随矩阵的万能公式 

常见题型： 

1、低阶行列式的运算 

2、一般行列式的计算 

3、方阵的行列式 

4、伴随矩阵性质的应用 

 

第 3 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、矩阵秩的定义 

2、秩的性质 

3、秩的求法 

4、齐次线性方程组解的判定与求解 

5、非齐次线性方程组的解的判定与求解 

注意点： 

1、齐次、非齐次线性方程组解的情况判定等价条件 

2、行阶梯型矩阵 

3、行简化阶梯型矩阵 

4、始终如一用行初等变换 

常见题型： 

1、求秩相关题目 

2、方程组求解 

3、带参数的方程组解的讨论 

 

第 4 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、向量的概念和计算 

2、线性相关、无关以及表示的定义 

3、向量组的等价 

4、向量组的秩 

5、极大无关组 

注意点： 

1、线性相关、无关以及表示的等价命题 

2、两个等价向量的矩阵表示 

3、向量组等价与矩阵等价的区别 

4、向量组的秩与矩阵的秩的联系 

理，在

国防安

全以及

防疫工

作中起

到了重

要作

用。 

 

 

 

 

线 上
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教学环
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常见题型： 

1、向量组线性相关性的判定、证明、反问题。 

2、求向量组的秩、极大无关组以及用极大无关组表示其余向量 

3、两个向量组的线性表示的判定、证明、反问题 

4、求向量在基下的坐标 

5、求两组基的过度矩阵 

 

第 5 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、齐次线性方程组解的性质、基础解系 

2、非齐次线性方程组解的性质、结构 

注意点： 

1、线性方程组的三种等价形式 

2、齐次与非齐次线性方程组的解的关系 

3、基础解系、基、极大无关组的联系 

常见题型： 

1、求齐次、非齐次方程组的基础解系 

2、已知解的情况，求方程组中的未知参数 

 

第一节 矩阵的特征值与特征向量 

一、 案例导引： 

通过雨课堂，让学生计算下面的引例，并向学生展示几何意义。 

引例 6.1 设
1 2

0 3

− 
 
 

A = ，
1

1

− 
=  
 

 ，
2

1

 
=  
 

 ,
 

=  
 

 . 

计算 A , A 和 A ，并指出向量 ,  和 中，哪些向量在 A 的作用下保持向

量方向不变.                                                

【解】
3 1

3 3
3 1

   
= = =   
   

A
− −

 ，
0

3

 
=  
 

A ，
1

0

 
= = 
 

A  .       

从图 6-1看出，在 A 的作用下，向量 和 分别变成了3和 ，方向均保持

不变，只是长度分别有所改变和不变；向量 ( )= 2,1
T

 变成了向量 ( )0,3
T
，方

向已经改变 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



.  

图 6-1 

接下来，本节要讨论满足形如 3=A 和 = =A   的一类矩阵. 

思政点：该矩阵作用对应一个线性变换，可用于图像处理、人脸识别、防

疫工作等。 

二、 浸入式学习与价值引领 

1. 特征值与特征向量的定义 

定义 6.1 （特征值和特征向量）设 A 是 n 阶方阵，如果存在数和非零列

向量 p ，使得关系式 

=Ap p                       （6.1） 

成立，则称数是方阵 A 的特征值（elgenvalues），非零列向量 p 是矩阵 A 的

属于特征值的特征向量（elgenvectors）． 

这里应当注意，矩阵 A 是方阵．在本章中，如果不特别指出，所讨论的矩阵均

为方阵.显然，矩阵 A 的属于一个特征值的特征向量不惟一． 

应用举例：  

【例 6.1】设 ( )1,1, 1
T

= −p 是矩阵

2 1 2

5 3

1 2

a

b

− 
 

=  
 − − 

A 的一个特征向量，求 ,a b的值

以及与 p 对应的特征值 . 

【解】由 =Ap p ，可得 

2 1 2 1 1

5 3 1 1

1 2 1 1

a

b



−    
    

=    
    − − − −    

. 

于是   

1

5 3

1 2

a

b







−   
   

+ − =   
   − + + −   

，解之得  

3,

0,

1.

a

b



= −


=
 = −
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该题请同学们自己完成，可提问两名学生上台板书，其余在下面演算。 

【例 6.2】设是方阵 ( )ij n
a=A 的特征值，如何寻求它的所有特征向量？ 

【解】因为 

=AX X   ( ) 0 − =E A X ， 

所以是 A 的特征值当且仅当齐次线性方程组 ( ) 0 − =E A X 有非零解，而此

方程组有非零解的充要条件是它的系数行列式等于零，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a









− − −

− −
− =

−
=

− − −

E A . 

因此，方程组 ( ) 0 − =E A X 的非零解就是属于特征值的所有特征向量. 

     该例题可以让学生思考一下，引领他们给出求特征值与特征向量和齐次

线性方程组的关系，进而给出下面的定义。 

 

2. 特征多项式与特征方程 

定义 6.2 （特征多项式和特征方程）设 A 是 n 阶方阵，记 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

f




 



= − =

− − −

− − −

− − −

A
E A ， 

则称 ( )f A 为方阵 A 的特征多项式（characteristic polynomial），称 

     ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a

a a

E
a

a

f
a







 

− − −

− − −
=

− −

=

−

= −
A

A           

（6.2） 

为方阵 A 的特征方程（characteristic matrix）. 

3.    求特征值与特征向量的方法 

第一步：写出矩阵 A 的特征多项式 ( )f  = −A E A . 

第二步：求出特征方程 ( ) 0f  =A 的全部根，这些根就是 A 的全部特征值. 
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第三步：对每一个特征值 , 1,2, ,j j n = ，代入齐次线性方程组

( )j − = 0E A X ，求出该齐次线性方程组的非零解 p ，即为 A 的属于特征值
j

的全部特征向量. 

  

应用举例： 

【例 6.3】求矩阵

1 1 0

0 2 1

0 0 3

 
 

=  
 
 

A 的特征值和特征向量. 

【解】矩阵 A 的特征多项式为 

( )f  = −A E A =

1 1 0

0 2 1

0 0 3







− −

− −

−

= ( )( )( )1 2 3  − − − ，  

令 ( )( )( )1 2 3 0  − − − = ，得 A 的特征值为 1 1 = ， 2 2 = ， 3 3 = . 

     当 1 1 = 时，求解齐次线性方程组 ( )− = 0E A X 的非零解如下： 

由

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1

0 0 2 0 0 0

−   
   

− = − − →   
   −   

E A ，得基础解系
1

1

0

0

 
 

=  
 
 

p  ， 

因此属于特征值 1 1 = 的所有特征向量为 ( )1 1 1 0k k p ； 

     当 2 2 = 时，求解齐次线性方程组 ( )2 − = 0E A X 的非零解如下： 

由

1 1 0 1 1 0

2 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0

− −   
   

− = − →   
   −   

E A ，得基础解系
2

1

1

0

 
 

=  
 
 

p ， 

因此属于特征值 2 2 = 的所有特征向量为 ( )2 2 2 0k k p ； 

     当 3 3 = 时，求解齐次线性方程组 ( )3 − = 0E A X 的非零解如下： 

由

1
1 0

2 1 0 2

3 0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0

 
− − 

  
− = − → −  

   
   

 

E A ，得基础解系 3

1

2

1

1

 
 
 

=  
 
 
 

p ， 

因此属于特征值 3 3 = 的所有特征向量为 ( )3 3 3 0k k p . 
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由本例向学生介绍需注意的点：上三角矩阵的特征值就是它的对角线元

素.类似地，对角矩阵和下三角矩阵的特征值也分别是它们对应的对角线上的

元素. 

4.    代数重数与几何重数的概念 

定义 6.3  设 λ 是方阵 A 的特征值. 

    (1) (代数重数) 若 λ 是 A 的特征多项式的 n重根，则称 λ 是 A 的n重特

征值，此时称 n是特征值 λ 的代数重数(algebraic multiplicity).  

(2) (几何重数） 若 A 有 k个属于特征值 λ 的特征向量线性无关，且多于

k 个属于特征值 λ 的特征向量都线性相关，则称 k 是特征值 λ 的几何重数

（geometric multiplicity). 

从概念中向学生详细解释其中的注意点。 

【注 1】设 , , , mλ λ λ  是 n阶方阵 A的所有互异特征值，且
j 的代数重数

为
jn ， j m ，则有 mn n n

mλ λ λ λ λ λ λ 

 E A . n阶方阵 A的特

征多项式是 n次多项式，恰有 n个根（重根按重数计算），比较两边的次数，可

得 mn n n n  . 

【注 2】设 λ 是 n阶方阵 A的特征值，则 p 是属于 λ 的特征向量当且仅当

它是齐次线性方程组 λ 0E A X 的非零解. 于是，特征值 λ 的几何重数
jn

等于这个方程组解空间的维数，即方程组基础解系所含向量的个数

n R λE A .  

 

5.    有关特征值和特征向量的性质定理 

性质 6.1 设 A 为 n 阶方阵，则 A 与 T
A 有相同的特征值. 

【证】 因为 

( ) ( ) ( ) ( )T

T T T Tf f     = − = − = − = − =A A
E A E A E A E A ， 

即 A 与 T
A 有相同的特征多项式，因而具有相同的特征值．▌ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



性质 6.2 设是 A 的特征值， p 是 A 的属于特征值的特征向量，则 

（1） m 是 m
A 的特征值，对应的特征向量不变,其中m 是任意的正整数. 

（2） ( ) 0 1

k

kf a a a  = + + + 是 ( ) 0 1

k

kf A a E a A a A= + + + 的特征值，对

应的特征向量不变. 

（3）若 A 可逆，则 1−
A 的特征值是

1


， *

A 的特征值是


A
，对应的特征向

量不变. 

【证】（1）根据题意可得 

=Ap p ， 

上式两边左乘以 A 得， ( ) ( ) ( ) ( ) 2    = = = =A A A Ap p p p p，即  

2 2=A p p， 

上式两边再左乘以 A ，得 

3 3=A p p， 

继续进行上述步骤 3m− 次，得到 

m m=A p p ，其中m 是任意的正整数. ▌ 

（2）由（1）可知， m m=A p p ，其中 k 是任意的正整数. 于是 

( ) ( )0 1

m

mf a a a= + + +A p E A A p   

( ) ( ) ( )0 1 0 1

k k

k ka a a a a a = + + + = + + +Ep Ap A p p p p 

( ) ( )0 1

k

ka a a f  = + + + =p p. ▌ 

（3）若 A 可逆，则必有 0  .否则，必有 =  =0 0Ap p ，而特征向量  0p ，

于是 | | 0=A ，这与 A 可逆矛盾，所以 0  ．从而有 

( ) ( )1 1 1  − − − = ==Ap p pA A ApA p， 

于是 

1 1



− =A p p ， 

故 1−
A 的特征值是

1


，对应的特征向量是 p .再将

*
1− =

A
A

A
代入上式左边，进一



步可得 

*


=

A
A p p， 

故 *
A 的特征值是



A
，对应的特征向量是 p .▌ 

  雨课堂发布在线实例，学生线上练习并提交答案。 

【例 6.4】设 4阶可逆矩阵 A 有一个特征值为 3，则矩阵 ( )
2

1 19 3 2− −− +A A E

有一个特征值为_______________. 

【解】根据性质 6.2可知， 
2

1 1
9 3 2 1 2

3 3

 
 −  +  = 
 

为所求矩阵的一个特征值,

故本题应填 2. 

定理 6.1 设 n 阶方阵 ( )ija=A 的全部特征值（重特征值按重数计算）为

1 2, , , n   ，则 

（1） 1 2 11 22n nna a a  + + + = + + + ； 

（2） 1 2 n   = A . 

【证】 (1) 根据题意可得， 

( )( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

n

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a






     



− − −

− − −
= − − −

− −

=

−

−E A .        

（6.3） 

由行列式的定义可知， 

式（6.3）左边的行列式展开式中，只有主对角线元素的乘积项 

( )( ) ( ) ( ) 1

11 22 11 22

n n

nn nna a a a a a     −− − − = − + + + +  

中含有 1n − 的项，其系数为 ( )11 22 nna a a− + + + ； 

式（6.3）右边 ( ) ( )1

1 2 1 21
nn n

n n       −= − + + + + + − ， 

于是通过比较左右两端 1n − 的系数，可得 

1 2 11 22n nna a a   = + + +＋ ＋ ＋ . 

（2）在式（6.3）中，令 0 = ，得 



( )( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

0 0 00

n

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

  

− − −

− − −
= − − −

− − −

− =A  

于是 ( ) ( )1 21
n n

n  − = − = -1A A ，从而 1 2 n   = A . ▌ 

定义 6.4 设 n 阶方阵 ( )ija=A ，称 A 的主对角元素之和 11 22 nna a a+ + + 为

A 的迹（trace），记为 ( )tr A ，即 ( )
1 1

tr
n n

ii i

i i

a 
= =

= = A . 

【例 6.5】设 3 阶矩阵 A 的特征多项式为 ( )( )( )1 1 2   − = + − −E A . 

求 

（1） ( )tr A ；（2） 2 3 +E A . 

【解】由 ( )( )( )1 1 2 0   − = + − − =E A ，可得 A 的特征值为 

1 2 31, 1, 2  = − = = ， 

于是由定理 6.1可知 

（1） A 的迹 ( ) 1 2 3 1 1 2tr 2  = + + = − + + =A ； 

（2） 1 2 3 ( 1) 1 2 2  = = −   = −A ，再由性质 6.2可知， 
A 的三个特征值分

别为 2, 2, 1− − ，进而可知， 2 3 +E A 的特征值分别为 

( )2 3 2 8, 2 3 ( 2) 4, 2 3 1 1+  = +  − = − +  − = − ， 

于是 ( ) ( )2 3 8 4 1 32+ =  −  − =E A . 

推论 6.1 n 阶方阵 A 可逆的充要条件是它的任一特征值均不为零. 

定理 6.2 设 1 2, , , m   是 n 阶方阵 A 的m 个互异特征值， 1 2, , , mp p p 依次

是对应的特征向量，则 1 2, , , mp p p 线性无关. 

【证】（1）设有常数 1 2, , , mc c c 使得 

1 1 2 2 0m mc c c+ + + =p p p ， 

则        ( )1 1 2 2 0m mc c c+ + + =A p p p ， 



即        1 1 1 2 2 2 0m m mc c c  + + + =p p p ． 

类推之   
1 1 1 2 2 2 0k k k

m m mc c c  + + + =p p p ， 1, 2, , 1k m= − . 

把上列各式合写成矩阵形式，得 

( ) ( )

1

1 1

1

2 2

1 1 2 2

1

1

1
, , ,

1

m

m

m m

m

m m

c c c

 

 

 

−

−

−

 
 
 + + + =
 
  
 

0 0 0p p p . 

等号左边第二个矩阵的行列式为范德蒙（Vandermonde）行列式，当 1 2, , , m  

各不相同时，该行列式的值不等于零，所以存在逆矩阵，等号两边同时右乘它

的逆矩阵，于是 

( ) ( )1 1 2 2 , , ,m mc c c+ + + = 0 0 0p p p ， 

即                , 1,2, ,j jc j m= =0p ， 

又因为
jp 为特征向量，

j  0p ，故 ( )0 1,2, ,jc j m= = ，所以向量组

1 2, , , mp p p 线性无关.▌ 

*定理 6.3 设
j 是矩阵 A 的

jn 重特征值， s 是
j 的几何重数，则必有

js n . 

【例 6.6】设 1p 和 2p 分别是 A 的属于特征值 1 和 2 的特征值向量， 3p 和

4p  是 A 的属于特征值 3 的两个线性无关的特征向量，并且 1 2 3, ,   互不相同，

证明 1 2 3 4,p p p p  线性无关． 

【证】设有一组数 1 2 3 4, , ,k k k k ，使得  

1 1 2 2 3 3 4 4k k k k+ + + = 0p p p p .                    

(6.6) 

因为 

( ) ( )3 3 4 4 3 3 3 4 3 4 3 3 3 4 4k k k k k k  = + =A p + p p p p + p ，  

所以 3 3 4 4k kp + p 也是 A  的属于特征值 3 的特征向量. 又因为 1 2 3, ,   互不相

同，所以向量 1 2 3 3 4 4, ,k k+p p p p 线性无关，于是（6.6）式中必有 1 2 0k k= = ，进

而再由 3p 和 4p 线性无关可知，也必有 3 4 0k k= = ，因此（6.6）式中所有的系数



都为零，故 1 2 3 4,p p p p  线性无关．  

由例题 6.6，不难得到如下结论. 

*定理 6.4 设 1 2, , , m   是 n 阶方阵 A 的 m 个互异特征值，如果

1 2, , ,
jj j jnp p p 是 A 的属于特征值

j 的
jn 个线性无关的特征向量，

1, 2, ,j m= ， 1 2 mn n n n+ + +  ，则 

1 211 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , , , , , ,
mn n m m mnp p p p p p p p p  

线性无关.   

 

三、 回顾和小结 

小 结： 

    1. 特征值与特征向量的概念;       

2. 求特征值与特征向量的运算方法; 

3. 特征值与特征向量的性质及定理 

 

四、 复习思考与作业 

思考题：通过中国大学生慕课 Mooc发布在线讨论 

1.用方阵的任意特征向量的非零线性组合表示的向量依然是特征向量吗？

为什么？ 

作业题： 

北化在线平台测试 

Mooc平台单元测试 

 

  



第（22）次课    
 

教学章节 第六章第 6.2节 学时 2学时 

教材 

和参考书 

8. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学用

书） 

9. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

10. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

11. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley 

Cambridge Press，2009. （教学参考） 

12. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

13. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

14. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：学生在课程结束之后能够理解掌握相似矩阵的定义及其相关性质与定理，

并可以判断方阵是否可相似对角化。对于可相似对角化的矩阵，能够写出相似对角变换

的过程。 

2.教学重点：讲解相似矩阵与相似对角化定义、相似变换的步骤。 

3.教学难点：使学生能够利用定义、性质与定理做相似变换的计算或者证明。 

1.教学内容：6.2 相似矩阵；  

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.北化在线平台 6.2 视频学习； 

2.预习了解什么是相似矩阵？ 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课中检测，并探讨重点、难点知识点 

1.通过定义，引导学生找出相似矩阵中的规律； 

2.相似矩阵的性质 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC平台、线下随时回答解决同学的问题； 

    基本内容 
教学反

思 

 

第二节 相似矩阵 

一、 回顾与前侧： 

发布雨课堂问答题“上节课上我们学习了两个矩阵之间的关系叫什么？”。学生作答

之后，给出答案—“矩阵的相似”。随后，提问学生并解答“相似”与“等价”的关系。 

二、 浸入式学习与价值引领 

1、相似矩阵的概念 

定义 6.5 （相似矩阵） 设 A 和B 都是 n 阶方阵，若存在 n 阶可逆阵 P ，

使 

1− =P AP B                                

成立，则称B 是 A 的相似矩阵（similar matrices），或称矩阵 A 与B 相似．A

与B 相似，常记作 A B ． 

概念给出之后，带领学生思考，相似于等价的区别和联系：相似一定等价，

等价不一定相似。 

性质6.3．等价关系（equivalence relation） 

（1）反身性： A A； 

（2）对称性：若 A B ，则B A； 

（3）传递性：若 A B ，B C ，则 A C ． 

对 A 进行运算称为对 A 进行相似变换，换言之．相似变换是对方阵进行的

一种运算，它把 A 变成 1−
P AP，而可逆矩阵 P 称为进行这一变换的相似变换矩

阵． 

 

前测：  

测试学

生对预

习“相

似”概

念的理

解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



例如对矩阵
3 4

1 1

 
=  

− − 
A ，取可逆矩阵

2 3

1 1

 
=  

− − 
P ，对 A 进行相似变换

1−
P AP，因为 

1

1
2 3 3 4 2 3

1 1 1 1 1 1

1 3 3 4 2 3 1 1
,

1 2 1 1 1 1 0 1

−

−     
=     

− − − − − −    

− −     
= = =     

− − − −     

P AP

B

 

所以 
3 4 1 1

1 1 0 1

   
   
− −   

，即 A B ． 

显而易见， 

（1）相似变换具有线性，即 ( )1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2k k k k− − −+ = +P A A P P A P P A P ，其

中 1 2,k k 是任意常数； 

（ 2）矩阵乘积的相似变换等于每个矩阵相似变换的乘积，即

( ) ( )( )1 1 1

1 2 1 2

− − −=P A A P P A P P A P ． 

 

 

2、相似矩阵的定理及应用举例 

定理 6.5 若 A B ，则 

（1） A 与B 具有相同的秩，即 ( ) ( )R R=A B ； 

（2） A 与B 有相同的特征多项式和特征值，即  − −E A = E B ； 

（3） A 与B 有完全相同的特征值，即 λ 是 A的特征值当且仅当它是 B 的

特征值，且有相同的代数重数； 

（4） A 与B 具有相同的行列式，即 =A B ； 

（5） A 与B 具有相同的迹，即 tr ( ) tr ( )=A B ； 

（6） ( )f A 和 ( )f B 也相似，其中 ( )f x 是一个多项式. 

【证】这里仅对（2）和（6）给出证明，其他请读者自证. 

（2）因为 A 和B 相似，所以存在可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP B，于是 

思政

元素 

矩阵的

对角化

也可用

于图像

处理，

在国防

安全以

及防疫

工作中

起到了

重要作

用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

线 上

线 下

结 合

教学 



1 1 1( ) ( ) .    − − −− = − = − = − = −E B E P AP P E A P P E A P E A  

（6）因为 A 和B 相似，所以存在可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP B，于是 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 .

k
k

k

− − − −

− − − − −

−

= =   

=       =       

=

B P AP P AP P AP P AP

P A PP A PP PP AP P A E A E E A P

P A P

  

因而 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2

0 1 2

2
1 1 1

0 1 2

1 1 1 2 1

0 1 2

1 1 1 2 1

0 1 2

1 2

0 1 2

1 .

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

f a a a a

a a a a

a a a a

a a a a A

a a a a

f P

− − −

− − − −

− − − −

−

−

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

=

B E B B B

E P AP P AP P AP

P P P AP P A P P A P

P E P P A P P A P P P

P E A A A P

P A

 

                                                                    ▌ 

 应用该定理解决下面的例子，通过雨课堂发布，让学生动手练习。 

【例 6．7】 已知

2 0 0

0 0 1

0 1 x

 
 

=  
 
 

A 和

2 0 0

0 0

0 0 1

y

 
 

=  
 − 

B 相似，求 x 和 y 的值． 

【解】因为相似矩阵具有相同的迹和行列式，故 

tr 2 0 2 tr 2 1 1x x y y= + + = + = = + − = +A B ． 

又    

2 0 0 2 0 0

0 0 1 2 0 0 2

0 1 0 0 1

y y

x

= = − = = = −

−

A B ， 

故得 0, 1x y= = ，且知 A 的特征值为 2,1, 1− ． 

3、矩阵的相似对角化 

定义6.6 如果一个矩阵 A 与对角矩阵相似，则称矩阵 A 可相似对角化，简

称 A 可对角化（diagonalizable）． 

那么，任何矩阵可对角化吗？下面的定理回答了这个问题. 

定理 6.6  n 阶方阵 A 可对角化的充分必要条件是它具有 n 个线性无关的

特征向量． 

雨课堂

实现课

堂互动

教学环

节，实

时巩固

练习所

讲 概

念。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【证】 先证必要性．设 A 与对角矩阵 1 2diag( , , , )n  =Λ 相似，则存在

一个 n 阶可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP Λ．于是 

                   =AP PΛ.                             （6.7） 

对 P 按列分块， ( )1 2, , , n=P p p p ，则可将式（6.7）写成 n 个向量等式 

                   , ( 1,2, , )j j j j n= =Ap p . 

注意到 P 可逆，故上式中的
jp 均为非零向量，且 1 2, , , np p p 线性无关；同时，

由定义 6.1 可知，这些
jp 分别是矩阵 A 属于特征值

j 的特征向量，其中

1, 2, ,j n= ． 

 充分性. 设 A 有 n 个线性无关的特征向量 1 2, , , np p p ，与它们对应的特

征值依次为 1 2, , , n   ，则有 

( ), 1,2, ,j jj j j n=  =0Ap p p . 

令矩阵 ( )1 2, , , n= pP p p ，显然， P 是可逆矩阵，且 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , ,n n n n  = = =p p p p p p p pAP A A A pA  

( )

1 1

2 2

1 2

0 0 0 0

0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0

n

n n

 

 

 

   
   
   = =
   
   
   

p Pp p ， 

于是 

1

21

0 0

0 0

0 0 n







−

 
 
 =
 
 
 

P AP ，故 A 与对角矩阵

1

2

0 0

0 0

0 0 n







 
 
  =
 
 
 

Λ相

似． ▌ 
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推论 6.2 若一个矩阵 A 可对角化，则必存在可逆矩阵 ( )1 2, , , n=P p p p ，

使得
1

1

n





−

 
 

= =  
 
 

P AP Λ ， 

其中对角矩阵 Λ的主对角元素 1 2, , , n   为 A 的 n 个特征值，可逆矩阵 P 由对

应于特征值
j 的 n 个线性无关的特征向量 1 2, , , np p p 作列向量构成． 

推论 6.3  若 n 阶方阵 A 的 n 个特征值互不相同，则 A 必可对角化． 

通过雨课堂发布习题。 

【例 6.10】设 1 2 31, 1, 2  = − = = 为三阶矩阵 A 的特征值，属于它们的特

征向量依次为 1 2 3, ,p p p ，令 ( )2 3 1, 2 ,3= −P p p p ，则 ( )1− =P AP ． 

(A) 

1

2

6

− 
 

− 
 
 

；(B)

1

2

3

 
 

− 
 
 

；(C) 

1

1

2

− 
 
 
 
 

；（D）

1

2

1

 
 
 
 − 

. 

【解】 因矩阵 A 的三个特征值 1 2 31, 1, 2  = − = = 互不相同，故 A 可对

角化．不难看出向量 2 3 1, 2 ,3−p p p 分别是矩阵 A 的属于特征值 2 3 1, ,   的特征

向量，于是 

2

1
3

1

1

2

1







−

   
   

=   
   −  

=



APP ． 

故本题应选(D). 

【注】在由线性无关特征向量构作可逆矩阵 P 时，各特征向量的排列次序

可任意安置.只需注意的是： P 的列
jp 与 A 的对角元

j 的对应性,如果不计

1 2, , , np p p （或
j ）的排列顺序，则 P （或 Λ）惟一. 

【例 6.11】设三阶矩阵 A 的特征值为1,1, 2− ，对应特征向量依次为
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1 2 3

0 1 1

1 , 0 , 0

0 1 1

     
     

= = =     
     −     

p p p .  

（1）求矩阵 A .  

（2）求 2015
A ． 

【解】（1）令 ( )1 2 3

0 1 1

, , 1 0 0

0 1 1

 
 

= =  
 − 

P p p p ．因为 | | 0P ，所以 1 2 3, ,p p p 线

性 无 关 ， 于 是 矩 阵 A 必 可 对 角 化 ， 故 存 在 可 逆 矩 阵 P 使 得 ，

1

1 0 0

0 1 0

0 0 2

−

 
 

= =  
 − 

AP ΛP ，即 1−=A PΛP . 又求得 1

0 1 0

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

−

 
 
 
 =
 
 
 −
 

P ，故

1

1 3
0

2 2

0 1 0

3 1
0

2 2

−

 
− 
 

= =  
 

− 
 

A PAP . 

（2） 2015 2015 1

2015

0 1 0
0 1 1 1 0 0

1 1
1 0 0 0 1 0 0

2 2
0 1 1 0 0 2

1 1
0

2 2

−

 
 

   
   = =    
  − −    

 −
 

P PA A  

2014 2014

2014 2014

1 1
2 0 2

2 2

0 1 0

1 1
2 0 2

2 2

 
− + 

 
=  
 

+ − 
 

. 

  通过以下例子向学生展示并不是所有的矩阵都可以对角化，并带领学生思考

什么样的矩阵可以对角化？ 

  【例 6.12】设

1 1 0

0 1 0

0 0 2

 
 

=  
 
 

A ．问 A 能否相似对角化？为什么？ 

究所含

的注意
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涵。 
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【解】  因为 A 的特征多项式 

( ) ( )
2

1 1 0

0 1 0 1 2

0 0 2



   



− −

− = − = − −

−

E A , 

所以 A 的特征值为 1 2 31, 2  = = = ． 

当 1 1 = 时，解 ( )− = 0E A X ． 

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

−   
   

− = →   
   −   

E A ， 

从而得到属于 1 2 1 = = 的所有特征向量为 

1 1 2 2

1 1

0 , 0

0 0

k k

   
   

= =   
   
   

p p ，其中 1 2,k k 为不等于零的任意常数． 

同理可求得对应于 3 2 = 的所有特征向量为 

3 3

0

0

1

k

 
 

=  
 
 

p ，其中 3k 为不等于零的任意常数． 

因为 1 2 3, ,p p p 线性相关，所以 A 不能相似对角化． 

4、相似对角化定理 

定理 6.7  n 阶方阵 A 可对角化的充分必要条件是：对于 A 的每个
jn 重特

征值
j ，均有 ( )j jR n n − = −E A ． 

*【证】只需证明 A 的每个特征值对应线性无关的特征向量的最大个数等

于该特征值的重数．设 A 的互异的特征值为  1 2, , , ,m   重数分别为

平台发

布思考

题，引

发学生

思考与

预习。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 2, , , ,mn n n 则 1 2 mn n n n+ + + = ． 

必要性 用反证法．首先根据定理 6.3 可知， n 阶方阵 A 的属于
j 的线性

无关的特征向量最多只有
jn 个 1, 2, ,j n= ．假设有一个特征值

j 所对应的线

性无关的特征向量的最大个数
jl 小于

j 的重数
jn ，则 A 的线性无关的特征向量

个数必小于 n ，由定理 6.6可知，此时 A 不能与对角阵相似，与题设矛盾，故

必要性得证. 

充分性 对于 A 的每
jn 重特征值

j ，A 的属于
j 的特征向量中有

jn 个线性

无关的特征向量，于是矩阵 A 就有 1 2 mn n n n+ + + = 个线性无关的特征向量，

故 A 可相似对角化．▌ 

5、相似对角化的实例 

通过以下习题，向学生板书+ppt 讲解对角化的常见题型。 

【例 6.13】设

1 1 1

4

3 3 5

x y

− 
 

=  
 − − 

A 且有 3个线性无关的特征向量， 2 = 是 A

的二重特征值，求 x 和 y 的值． 

【解】 因为 3阶矩阵有 3个线性无关的特征向量，所以矩阵 A 可对角化，

从而对二重特征值 2 = ，必有 (2 ) 3 2 1jR n n− = − = − =E A 成立. 而 

1 1 1 1 1 1

2 2 0 2

3 3 3 0 0 0

x y x x y

− −   
   

− = − − − → − − −   
   −   

E A ， 

于是有 2 0x− = 且 0x y− − = ，故 2, 2x y= = − 即为所求． 

【例 6.14】若矩阵

2 2 0

8 2

0 0 6

a

 
 

=  
 
 

A 相似于对角矩阵 Λ，试确定常数 a 的值，

并求可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP Λ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【解】 矩阵 A 的特征多项式为 

       2

2 2 0

8 2 ( 6)[( 2) 16]

0 0 6

a



   



− −

− = − − − = − − −

−

E A  

               = 2( 6) ( 2) − + ， 

故 A 的特征值为 1 2 36, 2.  = = = −  

由于 A 相似于对角矩阵 Λ ，故对二重特征值 1 2 6 = = ，必有

( )6 3 2 1R − = − =E A ．于是由 

1
1 0

4 2 0 2

6 8 4 0 0

0 0 0 0 0 0

a a

 
− − 

  
− = − − →   

   
   

 

E A ， 

得 0a = ．因此属于 1 2 6 = = 的两个线性无关的特征向量可取为 

 
1

0

0

1

 
 

=  
 
 

p ， 
2

1

2

0

 
 

=  
 
 

p ． 

当 3 2 = − 时，由于 

    

1
1 0

4 2 0 2 1 0 2

2 8 4 0 0 0 1 0 0 1

0 0 8 0 0 0 0 0 0

 
 − −   
    

− − = − − → →    
     −     

 

E A ， 

于是属于 3 2 = − 的特征向量可取为
3

1

2 .

0

 
 

= − 
 
 

p  

     令 ( )1 2 3

0 1 1

, , 0 2 2

1 0 0

 
 

= = − 
 
 

P p p p ，则 P 可逆，并有 1 .− =P AP Λ  

6、相似对角化的实际应用 



向学生讲解图像处理中用到的“奇异值分解”与“矩阵对角化”的联系，

通过图像处理引发思政元素：常用的人脸识别等在防疫工作与国防安全中的重

要作用。使学生明白线代这门课程的实际用处，增强学习兴趣，加深爱国情怀

等。 

 
 

 

三、  回顾和小结 

小 结： 

    1. 相似矩阵的定义、性质、定理；     

2. 矩阵可相似对角化的充要条件； 

3. 相似对角化的方法步骤； 

四、  复习思考与作业 

思考题：通过中国大学生慕课 Mooc发布在线讨论 

1.矩阵相似对角化的充要条件是什么？ 

2.为什么实对称矩阵总可以相似对角化？其正交相似对角化的步骤是什

么？ 

作业题： 

习题 6.2：3、6、9、13 

通过北化在线发布本次课程的小测。 

 

 

 

 

 

 



 

第（23）次上课 

 

教学章节 第六章  第 6.3, 6.4 节 学时 2 学时 

教材和 
参考书 

1. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

2. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

3. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

4. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley 

Cambridge Press，2009. （教学参考） 

5. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. 

（教学参考） 

6. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1. 教学目的：掌握用实对称矩阵的相似对角化，了解特征值与相似对角化的应用举例 

2. 教学重点：实对称矩阵的相似对角化过程； 

3. 教学难点：通过求特征值与特征向量，求是对称矩阵的相似对角化. 

1. 教学内容：实对称矩阵的相似对角化；特征值与相似对角化的应用举例 

2. 时间安排：2学时； 

3. 教学方法：讲授与讨论相结合； 

4. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.复习对角化的定义、性质； 

2.探寻实对称矩阵的行性质。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


① 启发式提问引起课堂讨论：实对称矩阵相对于一般矩阵，其特征值与特征向量有哪

些特点？ 

② 提问预习结果：如何让实对称矩阵相似于对角阵？ 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

   基本内容 教学反思 

第 6．3 节 实对称矩阵的相似对角化 

1．实对称矩阵的性质 

导言：上一节讨论了一般矩阵化为对角矩阵的问题，那么，对于实对称矩

阵，情形如何？任意阶实对称矩阵是否与对角矩阵相似？为此，本节先讨论有

关的一些性质.这节的内容可以说是上节的继续和深入。 

例 6.2 求下列实矩阵的特征值. 

（1）
a b

b a

− 
 
 

A = ；（2）
a b

b a

 
 
 

B = ，a b . 

【解】（1）由 ( )2 2 22 0
a b

a a b
b a


  



−
− = = − + + =

− −
E A ， 

解得 1 a ib = + ， 2 a ib = − ,其中 i 为虚单位，满足 2 1i = − . 

（2）由 ( )2 2 22 0
a b

a a b
b a


  



− −
− = = − + − =

− −
E B ， 

解得， 1 a b = + , 2 a b = − . 

以此例带领学生思考：一个实矩阵的特征值有可能不再是实数，但一个实

对称矩阵的特征值是否一定是实数呢？引出下面的定理。 

定理 6.8 实对称矩阵的特征值均为实数，相应的特征向量为实向量． 

【证】 设 A 是实对称矩阵，是它的任一特征值， p 是对应的特征向

量，则 =Ap p ，两边取共轭，得 =Ap p .再取转置，因为

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



T
A = A, A = A，所以 

T T T = =T
p p A p A，                                   

（6.8） 

用 p 右乘式（6.8）两端得 

T T T =p p p Ap = p p， 

因此                 ( ) 0.T − =p p  

但  0p ，所以 0T p p ，于是 = ，这就是说是实数.又因为，矩阵 A

的属于特征值的特征向量是线性方程组 ( ) − = 0E A X 的非零解，而方程

组系数都是实数时，它的解也都是实数，所以特征向量也都是实的.▌ 

定理 6.9 实对称矩阵的不同特征值对应的特征向量必正交.  

【证】 设 1 2,  是实对称矩阵 A 的两个不同的特征值， 1 2,p p 是对应的特

征向量，则 

1 1 1 2 2 2 1 2, ,   = = p Ap p Ap . 

于是 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

T TT T T = = =p p p p Ap p p A p  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2 1 2

T T T = = =p Ap p p p p , 

从而                  ( )1 2 1 2 .T − = 0p p  

因为 1 2  ，故
1 2

T = 0p p .▌ 

应用以上定理给出下面的例子，让学生练习。 

 【例 6.15】设 3阶实对称矩阵 A 的特征值是 1 2 32, 1  = − = = ，对应于特

征值 1 2 =− 的特征向量为 ( )1 1,1,1
T

= .  
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培养学生
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(1) 求 A 的属于特征值 2 3 1 = = 的两个线性无关的特征向量 2 3,  ； 

(2) 将特征向量 1 2 3, ,   化为标准正交的向量组 1 2 3, ,   ； 

（3）问 1 2 3, ,   是否仍然是所对应的特征值 1 2 32, 1  = − = = 的特征向量？ 

【解】（1）设 A 的属于特征值 2 3 1 = = 的特征向量为 ( )1 2 3, ,
T

x x x= .因为

A 为实对称矩阵，且 1 2 32 1  = −  = = ，所以根据定理 6.9可得， 与 1 必正

交，即
1 0T =  ，  也即  

1 2 3 0x x x+ + = . 

分别令
2

3

1

0

x

x

   
=   
  

和
0

,
1

 
 
 

 可得 1 1x = − 和 1− .取
2

1

1

0

− 
 

=  
 
 

 ，
3

1

0

1

− 
 

=  
 
 

 ，则 2 3, 

为 A 的属于特征值 2 3 1 = = 的 2个线性无关的特征向量. 

（2）将 ( )1 1,1,1
T

= 单位化得，
1 1

1

1 1 1 1

3 3 3

T

 
= =  

 
 


， ， ， 

先将 2 3,  正交化，取 ( )2 2 1,1,0
T

= − =  ， 2 3
3 3 2

2

1 1
, ,1

2 2

TT
 

= − = − − 
 

 
  


， 

再单位化，
2 2

2

1 1 1
, ,0

2 2

T

 
= = − 

 
 


，

3 3

3

1 1 1 2
, ,

6 6 6

T

 
= = − − 

 
 


， 

于是得到标准正交的向量组 

1

1 1 1

3 3 3

T

 
=  
 

， ， ， 2

1 1
, ,0

2 2

T

 
= − 
 

 ， 3

1 1 2
, ,

6 6 6

T

 
= − − 
 

 . 

（3）因为 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
  = = = = =A A A     

   
， 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
 = = = =A A A    

  
， 

 

 

 

前测： 

请同学们

试着写出

实对称矩

阵 的 特

点，雨课

堂回答。

培养学生

思 维 能

力。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2 3 2 3
3 3 3 3 2 3 2

3 3 3 2 3 2

2 3 2 3
2 3 2 2 3 2 2 3 2 3 2 3

3 2 3 2 3 3

1 1 1 1

1 1 1 1

T T

T T

     

   
= = = − = −      

   

   
= − = − = = =      

   
2

A A A A A A

，

   
      

     

   
      

     

所以 1 2 3, ,   仍然是所对应的特征值 1 2 32, 1  = − = = 的特征向量. 

定理 6.10 矩阵 A 的同一个特征值的若干个特征向量经过正交化后仍然是

那个特征值的特征向量； A 的一个特征向量经过单位化后仍然是同一个特征值

的特征向量. 

定理 6.11 设 A 为 n 阶实对称矩阵，  是 A 的任一 k 重特征值，则

( )R n k − = −E A ，即对应于特征值恰有 k 个线性无关的特征向量. 

2．实对称矩阵的对角化 

定理 6.12  任意 n 阶实对称矩阵 A 必可对角化，且能与对角矩阵正交相似，

即存在正交矩阵Q ，使得 

1T −= = Q AQ Q AQ  

其中是以 A 的 n 个特征值为对角元素的对角矩阵. 

【证】 设 n 阶矩阵 A 的互不相同的特征值为 1 2, , , m   ，它们的重数依次

是 1 2, , , mk k k ，并且 1 2 mk k k n+ + + = .由定理 6.11 知，对应于某个特征值

( )1,2, ,j i m = 恰有
jk 个线性无关的实特征向量，利用施密特正交化方法把它

们正交化并单位化，即可得到
jk 个单位正交的特征向量.对所有特征值

( )1,2, ,j i m = ，这样的特征向量共可有 n 个. 

又由定理 6.9 知对应于不同特征值的特征向量正交，故这 n 个单位特征向

量两两正交，并且是线性无关的.以它们为列向量构成的矩阵Q 是正交矩阵，并

且使得矩阵 A 化为对角矩阵，即 T Q AQ = ，其中的对角元素含有 1k 个 1 ， 2k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



个 2 ，…， mk 个 m ,恰是 A 的 n 个特征值.▌ 

   由该定理给出实对称矩阵的正交相似对角化的实例。 

【例 6.16】设 n 阶实对称矩阵 A 的特征值 ( )0 1,2, ,j j n  = ，证明存在特

征值为非负的实对称矩阵B ，使 2
A = B . 

【证】因为 A 是实对称矩阵，所以必存在正交矩阵Q ，使 

( )1 2diag , , ,T

n  Q AQ = ， 

于是  ( )1 2diag , , , T

n  A = Q Q  

( ) ( )1 2 1 2diag , , , diag , , , T

n n     =Q Q  

( ) ( )

( )( )

1 2 1 2

2

1 2

diag , , , diag , , ,

diag , , ,

T T

n n

T

n

     

  

=

= ，

Q Q Q Q

Q Q

 

令 ( )1 2diag , , , T

n  B = Q Q ， 则 显 然 B 是 对 称 矩 阵 ， 特 征 值 为

( )0 1,2, ,j j n  = ，并且满足 2
A = B . 

【例 6.17】设

0 1 4

1 3

4 0

a

a

− 
 

= − 
 
 

A ，正交矩阵Q 使得 T
Q AQ 为对角矩阵，若Q

的第一列为

1
1

2
6

1

 
 
 
 
 

，求 ,a Q ． 

【解】因为正交矩阵Q ，使得 T
Q AQ 为对角矩阵，所以正交矩阵Q 的第一

列

1
1

2
6

1

 
 
 
 
 

是实对称矩阵 A 的特征向量，设对应的特征值为 1 ，则 

1 1 1=A  ， 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

课堂讨论 
同学们小
组讨论，
实对称矩
阵为什么
都可对角
化吗？慕
课平台回
答讨论结

果。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



即              
1

0 1 4 1 1
1 1

1 3 2 2
6 6

4 0 1 1

a

a



−     
     
− =     
     
     

． 

于是 

 

1

1

1

2,

2 5 ,

4 2 .

a

a







=


= +
 = +

 

因此                             
1 2,

1.a

 =


= −
 

设 A 的其它两个特征值为 2 3,  ，则由 

1 2 3 11 22 33

1 2 3

,

.

a a a  

  

+ + = + +


= A
 

可得           

2 3

2 3

0 1 4

1 3 1

4 1 0

2 0 3 0 3,

2 40.

 

 

−

+ + =

− −

+ + =


−




= = −



 

解之得 4 5 
2 3

,= − = ． 

当 2 4 = − 时，

4 1 4 1 7 1

4 1 7 1 4 1 4

4 1 4 4 1 4

− − −   
   

− − = − → − −   
   − − − −   

E A  

1 7 1 1 0 1

0 27 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

−   
   

→ − →   
   
   

 ， 

得对应的特征向量为
2

1

0

1

− 
 

=  
 
 

 ． 

当 3 5 = 时，

5 1 4 1 2 1 1 2 1

5 1 2 1 5 1 4 0 9 9

4 1 5 4 1 5 0 9 9

−     
     

− = → − → − −     
     − −     

E A   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1 2 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0

−   
   

→ →   
   
   

， 

得对应的特征向量为          
3

1

1

1

 
 

= − 
 
 

 ． 

将 2 3,  分别单位化，得       
2 3

1 1
1 1

0 , 1
2 3

1 1

−   
   

= = −   
   
   

  ． 

故所求的正交矩阵 

1 1 1

6 2 3

2 1
0

6 3

1 1 1

6 2 3

 
− 

 
 

= − 
 
 
 
 

Q ． 

【例 6.18】设 3 阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3，向量

( )1,2, 1
T

1
= − − ， ( )0, 1,1

T

2
= − 是线性方程组 0=AX 的两个解． 

(1) 求 A 的特征值与特征向量； 

(2) 求正交矩阵Q 和对角矩阵，使得 T
Q AQ = ． 

(3) 求 A 及
3

2

6

A E
 

− 
 

，其中 E 为 3阶单位阵． 

【解】 (1) 因为矩阵 A 的各行元素之和均为 3，所以 

         

1 3 1

1 3 3 1

1 3 1

     
     

= =     
     
     

A ， 

则由特征值和特征向量的定义可知， 3 = 是矩阵 A 的特征值， T(1,1,1)= 是对

应的特征向量.对应 3 = 的全部特征向量为 k，其中 k 为不为零的常数. 

又由题设知 1 20, 0= =A A  ，即 1 1 2 20 , 0=  = A A    ，并且 1 2,  线性

无关，所以 0 = 是矩阵 A的二重特征值， 1 2,  是其对应的特征向量，对应 0 =

的全部特征向量为 1 1 2 2k k+  ，其中 1 2,k k 为不全为零的常数. 



(2) 因为 A 是实对称矩阵，所以 与 1 2,  正交，所以只需将 1 2,  正交.  

取 

1 1

2 1

2 2 1

1 1

1

0 1 2
, 3

1 2 0
, 6

1 1 1

2

=


  − −   
 −    

= − = − − =      
      −     

 

，

，

 

 
  

 

 

再将 1 2, ,   单位化，得 

  1 2
1 2 3

1 2

1 1
1

3 6
2

1 2
, , 0

3 6
1

1 1
2

3 6

   
−      −    

    
= = = = = =     

    
      
    

   

 
  

  
， 

令 ( )1 2 3, ,=Q    ，则 1 T− =Q Q .进一步，由 A 是实对称矩阵必可相似对角化，得  

         

3

0

0

T

 
 

= = 
 
 

Q AQ  . 

（3）由 T =Q AQ ，可得 T=A QΛQ .于是 

   

1 1 1 1 1 1

3 6 2 3 3 3
3 1 1 1

1 2 1 2 1
0 0 1 1 1

3 6 6 6 6
0 1 1 1

1 1 1 1 1
0

3 6 2 2 2

T

   
− −   

      
      

= = − − =      
      
   

   
− −  

  

A Q Q ， 

而

3

2 1
3 3 3 3 3

1 ,
2 2 2 2 2

1
3

2

T T T T

 
 

  
    − − − = − = −       −   

 − 
 

A E = QΛQ E = Q Λ E Q Q Q Q Q

所以 



 
6

3

2

 
− 

 
A E

6

6 6 6

6

3

2

3 3 3

2 2 2

3

2

T T

  
  
  
 

       = =     
      
 

  
    

Q Q QEQ E  

 

 

 

6.4 矩阵特征值和相似对角化应用及其计算软件举例 

矩阵特征值、特征向量和相似对角化的应用非常广泛，本节只给出如下例

子． 

【例 6.19】(特征值和特征向量的几何意义)对于一个给定的矩阵 A （在线

性代数中常被看做是一种特殊的线性变换），它的特征向量 x 经过它作用之后，

得到的新向量 =Ax x仍然与原来的 x  保持在同一条直线上，但其长度也许会

改变.实际上，特征值是一个特征向量的长度在该矩阵作用下缩放的比例.如果

特征值为正，则表示 x  在经过该矩阵作用后方向也不变；如果特征值为负，说

明方向会反转；如果特征值为 0，则是表示缩回零点.如果特征值的模大于 1，

特征向量的长度将被拉伸，而如果特征值的模小于 1，特征向量的长度就将被压

缩.如果特征值小于 0，特征向量将会被翻转. 但无论怎样，仍在同一条直线上. 

如图 6-2是《蒙娜丽莎》以及其左右翻转的图像， 

 当蒙娜丽莎的图像左右翻转时，中间垂直的红色向量 

方向保持不变.而水平方向上黄色的向量的方向完全反转， 

因此它们都是左右翻转变换的特征向量.红色向量长度不变， 

其特征值为 1.黄色向量长度也不变但方向变了，其特征值 

为-1.橙色向量在翻转后和原来的向量不 在同一条直线上 

，因此不是特征向量.   

【例 6.21】（人口流动问题）设某国人口流动状态的统计规律是每年有十分

图 6-2 



之一的城市人口流向农村，十分之二的农村人口流向城市．假定人口总数不变，

那么经过多少年后，全国人口将会集中在城市？ 

【解】 最初城市和农村人口分别为 0 0,x y
，第m 年城市和农村人口分别为

,m mx y
，则 

01

1 0

0.9 0.2

0.1 0.8

xx

y y

    
=     
    ，

1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m m

m m

x x

y y

−

−

    
=    
    ， 

由此推得 

  

1

1

0.9 0.2

0.1 0.8

m

m m

m m

x x

y y

−

−

    
=    
     . 

 由 A 的特征多项式
( )( )

0.9 0.2
1 0.7

0.1 0.8


  



− −
− = = − −

− −
E A

 

知 A 的特征值 1 21, 0.7 = =
．它们对应的特征向量分别

1 2

2 1

3 3
,

1 1

3 3

   
   

= =   
   −   
   

 

. 

令
( )1 2

2 11
,

1 23

 
= =  

− 
P  

，得

1
1 1

1 2

−  
=  

− 
P

，因而有 

                

11

2

0 1 0

0 0 0.7





−    
= = =   

  
P AP Λ

. 

于是 
1−=A PΛP ，有 

( )1 1
2 1 1 11 01

1 1 1 23 0 0.7

2 1 2 2
0.7 0.7

3 3 3 3
.

1 1 1 2
0.7 0.7

3 3 3 3

m
m

m
m m

m

m m

m m

− −
    

= = =     
− −    

 
+  −  

=  
 −  +  
 

A PΛP PΛ P

 
从而 

( ) ( )1

0 0 0 0

1

2 1

3 3
2 0.7

1 1

3 3

m mm m

m m

x x
A x y x y

y y

−

−

   
      

= = + + −      
       −   
    , 



当m →时，0.7 0m → ,故 

( )0 0

2

3

1

3

x
x y

y





 
  

= +   
  
 
  . 

即当m →时，城市与农村人口为 2:1,趋于稳定得分布状态． 

【注】许多实际问题常归结为矩阵的对角化，实则也是求方阵的高次幂问题，比

如本例的人口流动问题，类似地还有遗传问题、从业问题等等. 事实上，当 n 阶

方阵 A 可相似对角化时，计算其高次幂
k

A 的方法为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1,k k− − − − − − −= = =A PΛP PΛP PΛP PΛ P P Λ P P ΛP PΛ P
 

而对于对角阵 1 2diag( , , , )n  =Λ
，有 1 2diag( , , , )k k k k

n  =Λ ，故 

                
1

1 2diag( , , , )k k k k

n   −=A P P . 

 【例 6.22】 已知矩阵

   

   

   

   

A

，利用 MATLAB求其特征值. 

【解】 

在 MATLAB命令窗口中输入如下内容： 

 方法一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

syms k                                    % 定义符号变量k 

B=A-k*eye(length(A));                       % 构造矩阵
( )B A kE  

D=det(B);                                  % 计算行列式

A kE  

lamda1=solve(D)                            % 求 A kE 

的符号形式解 

lamda1 =                                  %运行结果如下： 

        [12] 

        [        1/3           1        ] 

        [- 1/3 %1    - 385/3 ----- - 7/3] 

        [                      1/3      ] 

        [                    %1         ] 

        [      1/3           1 

        [1/6 %1    + 385/6 ----- - 7/3 

        [                    1/3 

        [                  %1 

                   1/2 /        1/3           1  \] 

         + 1/2  i 3    |- 1/3 %1    + 385/3 -----|] 

                       |                      1/3|] 

                       \                    %1   /] 

        [      1/3           1 

        [1/6 %1    + 385/6 ----- - 7/3 



 

方法二 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

方法三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 6.23】已知矩阵

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

− − − 
 
− − − =
 − − −
 
− − − 

A

 ，利用 MATLAB工具 

（1）求 A 的特征值和特征向量； 

（2）判断 A 能否对角化？若能，求可逆矩阵 P ，使得
−

P AP = ，其中为对

角矩阵. 

【解】在 MATLAB命令窗口中输入如下内容： 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

P=poly(A);                                 % 计算矩阵 A 的多项式，向量 p 的 

% 元素为该多项式系数 

Lamda2=roots(P)                            % 求该多项式的零点，即特征值 

运行结果如下： 

 Lamda2 = 

 -17.3347           

  12.0000           

   5.1673 + 6.3598i 

   5.1673 - 6.3598i 

A=[2,-2,-20,-19;-2,16,-9,11;-8,4,-6,1;0,-8,-4,-7];   % 生成矩阵 A 

Lamda3=eig(A)                             % 直接求矩阵 A 的特征值 

运行结果如下： 

 Lamda3 = 

 -17.3347           

   5.1673 + 6.3598i 

   5.1673 - 6.3598i 

  12.0000 



 

 

一、 回顾和小结 

1. 实对称矩阵的性质；  

2. 实对称矩阵的相似对角化； 

3. 特征值与对角化应用 

二、 复习思考与作业 

思考题：在北化在线平台提交。 

1. .已知矩阵 

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

A

 
 
 =
 
 
   ，利用 MATLAB求其特征值和特征向量，

并判定它是否能对角化. 

作业题： 
北化在线作业； 
在线平台测试。 

A=[1 -1 -1 -1;-1 1 -1 -1;-1 -1 1 -1;-1 -1 -1 1];    % 生成矩阵 A 

[V,D]=eig(A)                             % 直接求矩阵 A 的特征值、特征向量 

运行结果如下： 

V = 

    0.5000   -0.2113   -0.2887    0.7887 

    0.5000    0.7887   -0.2887   -0.2113 

    0.5000   -0.5774   -0.2887   -0.5774 

    0.5000        0    0.8660        0 

D = 

 

   -2.0000         0         0         0 

         0    2.0000         0         0 

         0         0    2.0000         0 

         0         0         0    2.0000 

r=rank(2*eye(4)-A)   % 带入三重根 2 =   ，求 ( ) 0E A p − = 的系数矩阵的秩 

r = 

     1            % 3n r− = 说明 2 = 时，有三个线性无关的特征向量 

                  % A 有 4 个线性无关的特征向量，故 A 与对角阵相似 

inv(V)*A*V        % V 即为可逆矩阵 P，D 即为对角阵，验证
1p Ap D− =  

ans = 

   -2.0000         0   -0.0000   -0.0000 

   -0.0000    2.0000    0.0000    0.0000 

    0.0000    0.0000    2.0000    0.0000 

   -0.0000   -0.0000    0.0000    2.0000 



 

第（24）次授课   

 

教学章节 第七章第 7.1、7.2 节 学时 2学时 

教材 

和参考书 

15. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

16. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

17. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.

（教学参考） 

18. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

19. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教

学参考） 

20. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

21. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的：学生在课程结束之后能够写出二次型的矩阵形式，掌握合同概念；能够利用

“正交变换法”、“配方法”。 

2.教学重点：讲解二次型的矩阵表达形式、矩阵合同的概念、前两种化二次型为标准形的

方法。 

3.教学难点：使学生能够区别合同、等价、相似概念，并利用两种方法化标准形为二次型。 

1.教学内容：7.1 二次型与对称矩阵； 7.2 化二次型为标准形 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1. 二次型与对称矩阵以及标准形的定义； 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：什么是二次型、二次型与高中所学的圆锥曲线的区别

与联系？ 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

    基本内容 
教学反

思 

第一节 二次型与对称矩阵 

一、  前测+案例导引： 

前测：发布雨课堂问答题“你知道几类平面曲线、曲面，如椭圆、球面？”

接着，给出下面引例。 

引例7.1 在平面解析几何中，为便于识别曲线的类型、研究曲线的几何性

质，考虑将 

2 22 1ax bxy cy+ + = （二次曲线）                    

（7.1）                             

             
cos sin ,

sin cos

x x y

y x y

 

 

 = −


 = +
 

               

化简为                  2 2 1a x c y   + = （标准形）. 

在空间解析几何中，也有同样的问题，例如 
2 2 2 2 2 2 1ax by cz dxy exz fyz+ + + + + = （二次曲面）            

（7.2） 

 

 

 

 

 

前测：  

测试学

生对二

次曲线

的理解

与认

识。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通过选择适当的

角度θ,坐标旋转

变换 

 

选择适当的

坐标变换 

 



化简为                2 2 2 1a x b y c z     + + = （标准形） 

二、   浸入式学习与价值引领 

1. 二次型的定义与表达方式 

定义 7.1（二次型） 含有 n 个变量 1 2, , , nx x x 的二次齐次函数 

( )

2

1 2 11 1 12 1 2 1 1

2

22 2 23 2 3 2 2

2

33 3 3 3

2

( , , , ) 2 2

2 2

2

7.3

= + + +

+ + + +

+ + +

+

+

n n n

n n

n n

nn n

f x x x a x a x x a x x

a x a x x a x x

a x a x x

a x

 

称为 n 元二次型，简称为二次型（quadratic form），也常简记为 f ．  

这里注意到在（7.3）式的右端， ( )i jx x i j 的系数写成2 ija ，显然，二次型

可写为 2

1 2

1 1

( , , , ) 2
n

n ii i ij i j

i i j n

f x x x a x a x x
=   

= +              （7.4）                  

如果约定 ( )ij jia a i j=  ，则2 ij i j ij i j ji j ia x x a x x a x x= + ，于是（7.3）式可以写成 

2

1 2 11 1 12 1 2 1 1( , , , ) = + + +n n nf x x x a x a x x a x x  

2

21 2 1 22 2 2 2n na x x a x a x x+ + + +  

+  

2

1 1 2 2n n n n nn na x x a x x a x+ + + +  

1 1

n n

ij i j

i j

a x x
= =

=                        （7.5） 

           
1 1

=
= =


n n

ij i j

j i

a x x                          （7.6）.                                

于是（7.4）--（7.6）式给出了二次型的和号表示方法(sum representation of 

quadratic form ). 

又在约定 ( )ij jia a i j=  下，（7.3）式也可以写成 

1 2( , , , )nf x x x ( )1 11 1 12 2 1= + + + n nx a x a x a x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政

元素 

“三种

化标准

形的方

法”彰

显了数

学的对

称美、

简洁

美、巧

妙性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



( )2 21 1 22 2 2n nx a x a x a x+ + + +  

+  

( )1 1 2 2n n n nn nx a x a x a x+ + + +  

( )

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

, , ,

  
  
  =
  
  
  

n

n

n

n n nn n

a a a x

a a a x
x x x

a a a x

 

= T
X AX ，                                           （7.7）                                        

其中

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A ， ( )

1

2

1 2, , ,
T

n

n

x

x
x x x

x

 
 
 = =
 
 
 

X ，并称 A 为二次型 f 的矩

阵(matrix of quadratic form)．（7.7）式给出了二次型的矩阵形式的表示方法

(matrix representation of quadratic form ). 显然，二次型的矩阵 A 具有

两个特点： 

（1） A 是对称矩阵，即 T=A A ； 

（2） A 的主对角元素 11 22, , , nna a a 为二次型中平方项 2 2 2

1 2, , , nx x x 的系数，

非对角元素
ij jia a= 为二次型中交叉项

i jx x 的系数的一半， i j . 

因此二次型与它的的矩阵是相互唯一确定的，这表明在选定变量 1 2, , , nx x x

下，二次型 ( )1 2, , , T

nf x x x = X AX 完全由对称矩阵 A 决定， f 称为矩阵 A 的二

次型. 也正因为如此，讨论二次型时，矩阵是一个有力的工具. 

 

给出以下例子，让学生对照定义练习。 

【例 7.1】写出二次型 ( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 1 2 2 3 , , , 2 5 2 6f x x x x x x x x x x x= − + + − 的矩阵，

并将二次型表示为矩阵形式． 

【解】因为 

11 22 332, 1, 5,a a a= = − = 12 21 2 / 2 1,= = =a a 23 32 6 / 2 3,= = − = −a a  

13 31 0,a a= = 所以二次型 f 的矩阵为 
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2 1 0

1 1 3

0 3 5

 
 

= − − 
 − 

A ． 

于是 f 可表示为 

( ) ( )
1

1 2 3 1 2 3 2

3

2 1 0

, , , , 1 1 3

0 3 5

x

f x x x x x x x

x

  
  

= − −  
  −  

. 

【例 7.2】写出 n 阶对角矩阵 ( )1 2diag , , , nd d d=D 对应的二次型的一般形

式，其中 , 1, 2, ,id i n= 至少有 1个不为零． 

【解】显然，在对角矩阵 D中，
,

0,

i

ij

d i j
a

i j

=
= 


， , 1, 2, ,i j n= ，所以对应于

D的二次型为 ( ) 2 2 2

1 2 1 1 2 2, , , n n nf x x x d x d x d x= + + + . 

例 7.2表明，对角矩阵的二次型只含平方项，只含平方项的二次型的矩阵是

对角矩阵. 

2. 线性变换与合同矩阵 

定义 7.2（线性变换） 设形如（7.9）式的线性变换，矩阵形式为 X = CY ，

其中 ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , ,
T T

n n ij n
x x x y y y c= = =X Y C ． 

①当矩阵C 可逆时，称 X = CY 为可逆线性变换或满秩或非退化线性变换． 

②当矩阵C 不可逆时，称 X = CY 为不可逆线性变换或降秩或退化线性变

换。 

③当矩阵C 是正交矩阵时，称 X = CY 为正交线性变换。显然，正交变换是

一种特殊的可逆线性变换. 例如，坐标旋转变换（7.8）就是正交变换，因为 

cos sin cos sin 1 0

sin cos sin cos 0 1

T
   

   

−    
= = =    

−    
CC E . 

那么，对于给定的一个二次型 ( )1 2, , , T

nf x x x = X AX ， 如何通过可逆的线

性变换 X = CY 将其化为只含有平方项的二次型呢？首先证明下列重要结论. 

定理 7.1 一个二次型 Tf = X AX ，经过可逆线性变换 X = CY 之后，仍是一

个二次型. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【证】 将可逆线性变换 X = CY 代入二次型 Tf = X AX ，有 

                    ( ) ( ) ( )CY A CY Y C AC Y= =
T T Tf . 

记 T =C AC B ，则 Tf =Y BY . 

因 A 是对称矩阵，所以 ( ) ( )T
T

T T T T T
T

= = = =C AC C A C C ACB B，即B 是对

称矩阵，从而 Tf =Y BY 仍然是一个二次型. ▌ 

定义 7.3（合同） 设 A 与B 是 n 阶矩阵，若存在可逆矩阵C ，使得 T=B C AC ，

则称矩阵 A 与B 合同（congruent）．记为 A B ． 

显然合同具有如下性质： 

性质 7.1 矩阵的合同关系具有 

（1）反身性：任意矩阵 A 与自身 A 是合同的. 

（2）对称性：若 A 与B 合同，则B 与 A 也合同. 

（3）传递性：若 A 与B 合同，B 与C 合同，则 A 与C 合同． 

性质 7.2  若矩阵 A 与B 合同，则 ( ) ( )R R=A B . 

性质 7.3  若矩阵 A 与B 合同且 A 为对称矩阵，则B 也为对称矩阵. 

给出以下例子，使学生巩固上面的性质。 

【例 7.4】 若两个对称矩阵 A 与B 相似，则 A 与B 合同，并举例说明反之

不真. 

【证】由 A 与 B 相似可知，它们具有相同的特征值 1 2, , , n   ，记

( )1 2, , , ndiag   =Λ .又由 A 与B 均为对称矩阵可知，必存在正交矩阵 1 2,Q Q ，

使得 A 与B 都与对角矩阵 Λ相似，即
1 1 2 2

T TA = =Q Q Q BQ  ,从而 

         ( ) ( )2 2 2 1 2 2 2

T
T T T T T= = =B Q Q Q Q AQ Q Q Q A Q Q

1 1 1
. 

令
1 2

T=C Q Q ，则C 可逆，且 = TB C AC ，故 A 与B 合同. 

反之，设
1 0 1 0

,
0 2 0 1

   
= =   
   

A B , 取

1 0

1
0

2

 
 =
 
 
 

C ，则有 = TB C AC ，即 A
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与B 合同. 但由于对任意可逆矩阵 P ， 1− = P BP E A，故 A 与B 不相似. 这说

明，在所给条件下两矩阵合同不一定相似.  

【例 7.5】 设
1 2

2 1

 
=  
 

A ，则在实数域上与 A 合同的矩阵为（     ）． 

（A）
2 1

1 2

− 
 

− 
.  （B）

2 1

1 2

− 
 
− 

.  （C）
2 1

1 2

 
 
 

.  （D）
1 2

2 1

− 
 
− 

. 

【解】 注意到本题中所出现的 5 个矩阵都是实对称矩阵，而实对称矩阵必

相似于对角阵，因此如果两个同阶的实对称矩阵具有完全相同的特征值（包括代

数重数），则这两个矩阵必相似，因而必合同，所以本题应从求矩阵的特征值出

发． 

因为 

2 2
1 2

( 1) 4 2 3 ( 1)( 3) 0
2 1


     



− −
− = = − − = − − = + − =

− −
E A ， 

所以 A 的两个特征值为 1 21, 3 = − = ． 

对四个选项（A)、（B）、（C）、（D）中对应的矩阵，分别经过计算可知：只有

（D）选项对应的矩阵与 A 有相同的特征值，故本题应选（D）． 

 

3. 化二次型为标准形 

定义 7.4 （标准形）只含平方项的二次型，即 

2 2 2

1 1 2 2 n nf d y d y d y= + + +                                

称为二次型的标准形（canonical form）. 

7.2.1 正交变换法 

设 =X QY 为正交变换，这时有 1T −=Q Q ，所以对 n 维实向量 和  ，作正交

变换 

=X Q ， =Y Q ， 

 则 

( ) ( )
T T T T= = =, , ,Q Q Q Q Q Q = =X Y          . 

即正交变换保持向量的内积不变，因此也保持向量的长度和夹角的不变.因此在

几何空间中，正交变换保持几何图形的大小和形状不变，而这个特征是一般可逆
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线性变换所不具备的，这也是我们首要讨论正交变换的目的之一. 

定理 7.2  任意 n 元实二次型 Tf = X AY ，总可以通过正交变换 =X QY 化

成标准形，即 

( )1 2, , , n

Tf x x x = X AX
=

=
X QY

2 2 2

1 1 2 2

T

n ny y y  + + + =Y ΛY ， 

其中 1 2, , , n   为 A 的全部特征值，正交矩阵Q 的列向量为 A 的对应于特征值

1 2, , , n   的正交单位特征向量.  

【 证 】 由 于 f 的 矩 阵 A 为 实 对 称 矩 阵 ， 所 以 必 存 在 正 交 矩 阵

( )1 2, , , nQ =    ，使得 

( )1

2diag , , ,T

n  − = = 1Q AQ Q AQ Λ= . 

其中 1 2, , , n   为 A 的全部特征值， 1 2, , , n   为 A 的对应于特征值 1 2, , , n  

的正交单位特征向量. 此时，令 =X QY ，由于Q 可逆，所以线性变换 =X QY

为可逆的线性变换，并且使得二次型 

( ) ( )1 2

2 2 2

1 1 2 2, , , T T T

n

T

n ny y yf x x x   
=

+ + += =
X QY

X AX Y Q AQ Y = Y ΛY =  

化为标准形.▌ 

定理 7.2表明，利用正交变换化二次型 Tf = X AX 为标准形的过程，转化为

求一个正交矩阵，将实对称矩阵 A 对角化的过程.进一步地，还可得到如下结论. 

定理 7.3 若二次型 Tf = X AX 经过正交线性变换化为标准形 Tf =Y Y ，则

A 与既相似又合同. 

下面举例说明. 

【 例 7.6 】 求 一 个 正 交 变 换 ， 化 二 次 型

( ) 2 2 2

1 21 2 23 3 1 3 32 2 4, 4 4,f x x x x x x xx x x= + + + + 为标准形，并求方程 ( )1 2 3, , 0f x x x = 的

解. 

【解】根据定理 7.2，首先写出对应的二次型矩阵，并求其特征值和特征向

量. 

二次型 f 的矩阵 

2 0 2

0 2 2

2 2 4

 
 

=  
 
 

A . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

后

测： 

除了布

置作业

与在线

测试

外，还

通过

MOOC

平台发

布思考

题，引

发学生

思考与

预习。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



因为 

2 0 2

0 2 2

2 2 4



 



− −

− = − −

− − −

E A ( )( )2 6 0  = − − = ， 

, 

所以 A 的特征值为： 1 2 30, 2, 6  = = = ． 

对 1 0 = ，求解齐次方程组 ( )0 E A X − = 0 ，得对应的一个特征向量

( )1 1,1, 1
T

= − ， 

对 1 2 = ， 求 解 齐 次 方 程 组 ( )2E A X− = 0 ， 得 对 应 的 一 个 特 征 向 量

( )2 1, 1,0
T

= − ， 

对 1 6 = ，求解齐次方程组 ( )6E A X− = 0，得对应的一个特征向量 ( )3 1,1,2
T

= . 

然后将特征向量正交单位化，得正交矩阵Q，进而得正交变换 =x Q y . 

由于 A 为实对称矩阵， 1 2 3, ,   为对应于不同特征值的特征向量，所以

1 2 3, ,   相互正交，因此只需将它们单位化，得到 

( ) ( ) ( )1 2 2

3 2 6
1,1, 1 1, 1,0 1,1,2 .

3 2 6

T T T
= −  = −  =    

取 ( )1 2 3

3 2 6

3 2 6

3 2 6
, ,

3 2 6

3 6
0

3 3

Q

 
 
 
 

= = − 
 
 
−  
 

   ，则Q 是正交矩阵. 令
1 1

2 2

3 3

x y

x y

x y

   
   

=   
   
   

Q ，于

是二次型通过正交变换 =X QY 化为标准形 ( ) 2 2

1 2 3 2 3, , 2 6f x x x y y= + ． 

如果 ( ) 2 2

1 2 3 2 3, , 2 6 0f x x x y y= + = ，则 2 3 0,y y= = 此时 1y k= 为任意常数，从

而所求解为 ( )1 2 3 1

1
3

, , 0 1
3

0 1

k c

k k c

c

     
     

= = = = =     
     − −     

X YQ     ，其中 c 为任意常

数. 

【例 7.7】已知二次型 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3, , 2 3 3 2 0f x x x x x x tx x t= + + +   

经过正交线性变换 =x Qy 化为标准形 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 5f x x x y y y= + + ，其中

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,
T T

x x x y y y= =X Y .求 

（1）参数 t的值; 

（2） ( )1 2 3, ,f x x x 在 X 的条件下的最大值点和最大值（最大值点指的

是：使二次型 Tf X X AX 达到最大值的向量）. 

【解】（1）设正交变换前后二次型的矩阵分别为 

2 0 0

0 3

0 3

t

t

 
 

=  
 
 

A 和

1 0 0

0 2 0

0 0 5

 
 

=  
 
 

B ． 

则 A 与B 相似，于是由  − = −E A E Β 可得 

( )( ) ( )( )( )2 22 6 9 1 2 5t     − − + − = − − − ， 

通过比较上式两边的同次幂系数，可解得： 2t =  ，由于 0t  ，所以 2t = . 

(2)在
2

X 的条件下，注意到 =X QY 是正交变换，于是 

( ) ( )
2 22 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , 2 5 5 5 5 5f x x x y y y y y y= + +  + + = = =Y X . 

而矩阵 A 的三个特征值为： 1 2 31, 2, 5  = = = ，因此二次型 f 在
2

X 的条件

下的最大值等于它的最大特征值 3 5 = . 

又对于 3 5 = ，求解齐次方程组 ( )5E A X− = 0，得到对应的一个特征向量

( )3 0,1,1=
T

 ，单位化后为 3

1 1
0, ,

2 2

 
=  

 

T

 . 因为 

3 3 3 3 3 3 3 3 3A λ λ λ= = =T T T      ， 

所以所求的最大值点为对应特征值 3 的单位特征向量 3

1 1
0, ,

2 2

 
=  

 

T

 . 

【例 7.8】已知二次型 ( )1 2 3, , Tf x x x = X AX 在正交变换 =X QY 下的标准形

为 2 2

1 2y y+ ，且Q 的第 3列为
2 2

,0,
2 2

T

 
  
 

．求矩阵 A ． 



【解】由题意知， T
Q AQ = Λ，其中 ( )diag 1,1, 0= ，于是 TA = QΛQ ． 

若记Q 的第 3列为 3

2 2
,0,

2 2

T

 
=   
 

 ，Q 的其它任一列向量为 ( )1 2 3, ,
T

x x x= .因

Q 是正交矩阵，必有
3 0T =  ，即

1 3

2 2
0

2 2
x x+ = ，也即 

1 3 0x x+ = ． 

它的基础解系为 1 2

1 0

0 , 1

1 0

−   
   

= =   
   
   

  ．它们都是属于特征值 1的特征向量，注意到

1 2,  已经是正交的，只需将它们分别单位化，可得
1 2

2

02

0 , 1

02

2

 
− 

 
   

= =   
   

  
 
 

  ．于是 

( )1 2 3

2 2
0

2 2

, , 0 1 0

2 2
0

2 2

 
− 
 

= =  
 
 
 
 

Q    ． 

因而 

2 2 2 2 1 1
0 0 0

12 2 2 2 2 2

0 1 0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 12 2 2 2 00 0
2 22 2 2 2

T

     
− − −      
      

= =      
      

     −         

A = QΛQ ． 

 

7.2.2 配方法： 

将二次型配成完全平方式的方法.通常有两种情形，其各自的配方步骤如下： 

（1）二次型 f 中含有平方项情形：若二次型含有 ix 的平方项，先把含有 ix

的乘积项集中，然后配方，再对其余的变量同样进行，直到都配成平方项为止，

将每一个平方项的内部设为一个新变量，进而找出所求的可逆线性变换，得到二

次型的标准形.一般先从含 1x 的平方项开始，依次类推. 



（2）二次型 f 中不含平方项情形：这时系数 ,ija i j 不全为零.先作可逆线

性变换，

i i j

j i j

k k

x y y

x y y

x y

= −


= +


=

( )1,2, , ,k n k i j= 且 把二次型化为含平方项的二次型，然

后再按（1）的方法配方． 

下面举例说明. 

【例 7.9】利用配方法化二次型 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4, , 2 4 4 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x x x x x x x= + + + + + + + +  

为标准形，并写出所用的变换矩阵. 

【解】由于 f 中含变量 1x 的平方项，故先把含 1x 的项集中起来，再配方可得 

( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 1 2 1 3 1 4 2 4 2 3 2 4 3 4, , 4 4 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x x x x x x x= + + + + + + + +  

( )
2 2 2

1 2 3 4 2 3 2 3 2 4 3 42 2 2 4 6 2 2x x x x x x x x x x x x= + + + − − − − −  

再把剩余项中含 2x 的项集中起来配方可得 

( )
2

2 2 2

1 2 3 4 2 3 4 3 4 3 4

3 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2
x x x x x x x x x x x

 
= + + + − + − + + + 

 
 

( ) ( )
2

2 2

1 2 3 4 2 3 4 3 4

3 1 1
2 2 2

2 2 2
x x x x x x x x x

 
= + + + − + − + + 

 
. 

令

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 4

4 4

2 2 ,

3 1
,

2 2

,

,

y x x x x

y x x x

y x x

y x

= + + +

 = + −

 = +


=

，即

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 4

4 4

2 3 ,

3
2 ,

2

,

.

x y y y y

x y y y

x y y

x y

= − + −

 = − +

 = −


=

 

把二次型 f 化为标准形 2 2 2

1 2 3

1
2

2
f y y y= − + . 所用的变换矩阵为 

1 2 1 3

3
0 1 2

2

0 0 1 1

0 0 0 1

C

− − 
 
 −

=  
 −
  
 

，其中 0C  . 

【例 7.10】利用配方法化二次型 ( )1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4 2 2f x x x x x x x x x= − + + 为标准

形，并写出所用的可逆线性变换. 



【解】在 f 中不含平方项，由于含有乘积项 1 2x x ，故令 

1 1 2

2 1 2

3 3

,

,

,

x y y

x y y

x y

= +


= −
 =

 即
1 1

2 2

3 3

1 1 0

1 1 0

0 0 1

x y

x y

x y

    
    

= −    
    
    

， 

使得 

( )( ) ( ) ( ) 2 2

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 1 34 2 2 4 4 4f y y y y y y y y y y y y y y= − + − + + + − = − + + ． 

再配方得      
2

2 2

1 3 2 3

1
4 4

2
f y y y y

 
= − − + + 

 
． 

令

1
1 1 32

2 2

3 3

,

,

,

z y y

z y

z y

= −


=
 =

即
1 1

2 2

3 3

1
1 0

2

0 1 0

0 0 1

z y

z y

z y

 
−    

    
=     

    
    

 

，或
1 1

2 2

3 3

1
1 0

2

0 1 0

0 0 1

y z

y z

y z

 
    
    

=     
    
    

 

， 

则 

2 2 2

1 2 34 4f z z z= − + + . 

所用的可逆线性变换为 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1
1 1 1

1 0 21 1 0 1 1 0 2
1

1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1
2

0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1

x y z z

x y z z

x y z z

 
   
            
            = − = − = −            

                          
   

 

． 

 

三、  回顾和小结 

小 结： 

    1. 二次型与其对称矩阵、合同的概念;       

2. 化二次型为标准形的三种的运算方法; 

四、  复习思考与作业 

思考题：通过中国大学生慕课 Mooc发布在线讨论 

1、可以用非对称矩阵表示二次型吗？若可以，为什么我们通常采用对称矩阵

表示呢？ 



作业题： 

通过北化在线发布本次课程的作业和在线小测。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第（25）次授课  

 

教学章节 第七章第 7.2，7.3节 学时 2学时 

教材 

和参考书 

22. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学用书） 

23. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.（习

题课用书） 

24. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，2010.（教

学参考） 

25. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge 

Press，2009. （教学参考） 

26. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. （教学参

考） 

27. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，2008. （教

学参考） 

28. 刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

1.教学目的： 化二次型为标准形的初等变换法；二次型的唯一性； 

2.教学重点： 初等变换法，正负惯性指数，规范形 

3.教学难点：掌握初等变换法，求出二次型的正负惯性指数和规范形。 

1.教学内容：化二次型为标准形的初等变换法；二次型的唯一性及规范形； 

2.时间安排：2学时； 

3.教学方法：讲授与讨论相结合； 

4.教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，mooc平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.复习二次型的标准形前两种化法； 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

① 使用不同方法化出的二次型的标准形一样吗？ 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


②不同的话，有没有共同点？ 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

    基本内容 
教学反

思 

7.2.3 初等变换法 

本节讨论用初等变换法化二次型为标准形的方法.我们知道，任意一个二次型都可

以经过可逆线性变换化为标准形，而化二次型 Tf = X AX 为标准形，就是寻求可逆矩阵

C ，使得 C ACT 成为对角矩阵 Λ，即C AC = ΛT .因为C 可逆，所以存在初等矩阵

1 2, , , lP P P ，使得 1 2 l=C P P P ，于是 

1 1 1 2

1 2

,

.

T T T

l l l

l

−
 =


=

P P P A P P P

E P P P C


                                  

（7.10） 

从而我们有如下定理. 

定理 7.4 任意一个实对称矩阵 A 必合同于某个对角矩阵 Λ. 

式（7.10）表明，对实对称矩阵 A 施行一系列初等列变换和相应的初等行变换，把

A 化为对角矩阵的同时，其中的初等列变换就把单位矩阵 Λ化为变换矩阵C .于是得到

化二次型为标准形的初等变化法.其具体步骤如下： 

写出二次型 f 的矩阵 A ，并构造2n n 矩阵
 
 
 

A

E
；对

 
 
 

A

E
每施行一次初等列变换，

就对 A 施行一次同样的初等行变换，直至把 A 化为对角矩阵 Λ，此时单位矩阵 E 就化

为满秩矩阵C ，即 

A

   
   

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   
   
   

施行初等列变换

同时对 施行相同的初等行变换

A Λ

E C

.                        （7.11） 

类似地，也可以构造构造 2n n 矩阵 ( )A E ，对 ( )A E 每施行一次初等行变换，

就对 A 施行一次同样的初等列变换，直至把 A 化为对角矩阵 Λ，此时单位矩阵 E 就化为

满秩矩阵C ，即 

 

前测：  

测试学

生的二

次型的

标准形

的概

念。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



( ) ( )⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→施行初等行变换

同时对 施行相同的初等列变换A
A E C .                      （7.12） 

得到的矩阵C 使得 T =C AC Λ，进一步得到满秩线性变换 =X CY 和二次型的标准形. 

【例 7.11】用初等变换法将例 7.10中的二次型化为标准形，并求出所用的可逆线

性变换. 

【解】例 7.10中二次型 f 的矩阵 

0 2 1

2 0 1

1 1 0

A =

− 
 
− 
 
 

， 

利用式（7.11）提供的方法（也可利用式（7.12）提供的方法），计算如下 

2 1
1 3

1 3
2 1

1

2
1

2

2 0 1

1 3
00 2 1 2 1 1

2 2
2 0 1 1 0 1 3

1 0
1 1 0 1 1 0 2

1 0 0 1 0 0 1
1 0

20 1 0 0 1 0

0 1 00 0 1 1 0 1

1
1 1

2

A
=

E

+
+

+
+

 
 
 −− −   
    

− −     
       ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→          
    
    
    

     
 
 
 

c c
c c

r r
r r

 

3 1
3 2

3 2
3 1

1
( )c

32
1 3

( ) r
2

2 0 0
2 0 0

1 3
10

0 02 2
2

3 1
0 0 40

2 2
1

1 1 1 1
1 2

2 2
0 1 3

0 1 0
1

1 1 1 2
1 2

2 2

+ −
+

+
+ −

 
  
  −  − 
  
 − 
  ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
 − 
  
  
  
  

   
 

c
c c

r r
r

. 

故令 

1 1

2 2

3 3

1
1 1

2

0 1 3

1
1 2

2

x y

x y

x y

 
    
    

=     
    
    

 

，其中

1
1 1

2

0 1 3 0

1
1 2

2

= C ， 

则该可逆线性变换 =X CY 将二次型化为标准形 2 2 2

1 2 3

1
2 4

2
f y y y= − + . 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政

元素 

矩阵对

向量的

作用可

用于图

像处

理，在

国防安

全以及

防疫工

作中起

到了重

要作

用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



思政元素： 

通过三种方法，可以体现出数学方法的巧妙性，公式的简洁美。 

 

第三节  二次型的不变量和惟一性 

一、 前侧+回顾： 

通过雨课堂发布问答题：二次型的标准形是什么？ 

回顾：将例 7.11与例 7.10的结果加以比较，可以看到：同一个二次型用不同的可

逆线性变换化为标准形时，所得的标准形一般是不同的，但有两点是相同的： 

（1）标准形中非零系数个数（即标准形的项数）； 

（2）标准形中正平方项和负平方项的项数. 

引发思考：这个结论是否具有一般性呢？ 

二、  浸入式学习与价值引领 

1. 二次型的秩与惯性定理 

定义 7.5(二次型的秩) 二次型 ,T Tf = =X AX A A中，矩阵 A 的秩称为二次型 f 的

秩(rank of quadratic form)． 

显然，标准二次型的秩等于标准形的项数. 

定理 7.4 一个二次型经可逆线性变换后秩保持不变. 

【证】  设二次型 Tf = X AX 经可逆线性变换 =X CY 化为二次型 Tf =Y BY ，其

中 T =C AC B .因为C 是可逆矩阵，而矩阵乘以可逆矩阵秩不变，所以 ( ) ( )R R=A B .▌ 

推论 7.1 一个二次型经过任一可逆线性变换化为标准形，则标准形的项数总是等

于原二次型的秩. 

给出实例，让学生练习，其中第一题找两位学生上台板书。 

【例 7.12】求二次型 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1, , ( ) ( ) ( )f x x x x x x x x x= + + − + + 的秩. 

【解】方法一. 因为 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1, , ( ) ( ) ( )f x x x x x x x x x= + + − + +  

323121

2

3

2

2

2

1 222222 xxxxxxxxx −++++= ， 

所以二次型的矩阵为 

 

 

 

线 上

线 下

结 合

教学 

雨课堂

实现课

堂互动

教学环

节，实

时巩固

练习所

讲 概

念。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



     

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 
 

= − 
 − 

A . 

又因为 

1 1 2 1 1 2

0 3 3 0 3 3

0 3 3 0 0 0

− −   
   

→ − → −   
   −   

A  , 从而 ( ) 2R =A ,  即二次型的秩为 2.  

方法二. 因为 2

13

2

32

2

21321 )()()(),,( xxxxxxxxxf ++−++=  

323121

2

3

2

2

2

1 222222 xxxxxxxxx −++++=  

2

32

2

321 )(
2

3
)

2

1

2

1
(2 xxxxx −+++= . 

令 

1 1 2 3

2 2 3

3 3

1 1
,

2 2

,

,

y x x x

y x x

y x


= + +


= −

 =



 则经可逆线性变换

1 1 2 3

2 2 3

3 3

1
,

2

,

,

x y y y

x y y

x y


= − −


= +

 =



  

原二次型化为标准形 2 2

1 2

3
2

2
f y y= + ，由此得二次型的秩为 2. 

【思考】若令

1 1 2

2 2 3

3 3 1

,

,

,

y x x

y x x

y x x

= +


= −
 = +

则 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, ,f x x x y y y= + + ，由此得到二次型的秩为

3．这种做法对吗？为什么？ 

定理 7.5 设二次型 Tf = x Ax的秩为 r ，有两个可逆线性变换 =x Cy 和 =x Pz，使

得 

2 2 2 2

1 1 1 1p p p p r rf k y k y k y k y+ += + + − − − ， ( 0, 1,2, , )ik i r =          

及      

2 2 2 2

1 1 1 1q q q q r rf z z z z   + += + + − − − ， ( 0, 1,2, , )i i r  = . 

则 p q= . 

定义 7.6（惯性指数和符号差）二次型 Tf = x Ax的标准形中，正平方项的项数 p 称

为二次型 f 的正惯性指数（positive index of inertia），负平方项的项数 r p− 称为二次型

f 的负惯性指数（negitive index of inertia），正负惯性指数的差 ( ) 2p r p p r− − = − 称为

能 力
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二次型 f 的符号差（signature）． 

2. 二次型的规范形 

二次型 Tf = X AX 经过可逆线性变换 1=X C Y 化为如下标准形： 

( ) 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

T T T

p p p p r rf d y d y d y d y+ += + + − − −X AX = Y C AC Y = ，   （7.13） 

其中 ( ) ( )0, 1,2, , ,id i r r f R = = =秩 A ． 

对二次型（7.13），再作可逆线性变换 

1 1

1

1 1

1
,

1
,

,

r r

r

r r

n n

y z
d

y z
d

y z

y z

+ +


=




 =

 =


 =

 或 2=Y C Z ，其中

1

2

1

1

1

1

r

d

d

 
 
 
 
 
 

=
 
 
 
 
 
 
 

C ， 

则原二次型通过可逆线性变换 1 2=X C C Z 化为 

2 2 2 2

1 1p p rf z z z z+= + + − − − ．                                   （7.14） 

定义 7.7（规范形）如果二次型标准形平方项的系数只在 1,0,1− 三个数中取值，即

形如式（7.14）的二次型称为规范形（normal form of quadratic form）． 

定理 7.6 任何实二次型 f 总可以通过适当的可逆线性变换化为规范形，且规范形

是唯一的． 

定理 7.7 任意 n 阶实对称矩阵必合同于形如 

p

r p

O

−

 
 

− 
 
 

E

E  

的对角矩阵,其中 p 和 r 分别为对应二次型的正惯性指数和秩， ,p r p−E E 分别是 p 阶，

r p− 阶单位矩阵. 

【例 7.13】已知二次型 ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3( , , ) 2 4 2f x x x x ax ax x x a= + + −  − ． 
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(1) 求二次型的规范形； 

(2) 求二次型的惯性指数和符号差． 

【解】方法一. (1) 用配方法把二次型 f 化为 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3, , 2 4f x x x x ax ax x x= + + −

2

2 2

1 2 3 3

2 4
2x a x x a x

a a

   
= + − + −   

   
． 

由 2a  − ，知
4

0a
a

−  ．于是，令 

1 1

2 2 3

3 3

2

2

4
,

y x

y a x x
a

y ax
a


 =

  

= − +  
 


 = −


， 

可得 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, ,f x x x y y y= − − ，且所用的线性变换是可逆的．由此可知，二次型 f 的正

惯性指数为1，负惯性指数为 2 ，符号差为 1− ． 

【解】方法二. 二次型 f 的矩阵为

2 0 0

0 2

0 2

a

a

 
 

= − 
 − 

A ，则因为 

( )( )( )

2 0 0

0 2 2 2 2 0

0 2

a a a

a



    



−

− = − = − − − − + =

−

E A ， 

所以 A 的3个特征值为 1 2 32, 2, 2a a  = = + = − ，于是二次型 f 的标准形为 

        ( ) ( )2 2 2

1 2 32 2 2= + + + −f y a y a y . 

由 2a  − ，知 2 0+ a ， 2 0− a ．于是，令 

( )

( )

1 1

2 2

3 2

2

2

2

z y

z a y

z a y

 =



= − +


= −

， 

得 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, ,f x x x z z z= − − ，且所用的线性变换是可逆的．由此可知，二次型 f 的正惯

性指数为1，负惯性指数为 2 ，符号差为 1− ． 

定理 7.8 两个同阶实对称矩阵合同的充要条件是它们有相同的秩及相同的正惯性

指数． 

外，还

通过
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布思考

题，引

发学生

思考与
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【例 7.14】与矩阵

1 0 0

0 1 2

0 2 2

 
 

= − 
 
 

A 合同的矩阵是（     ）. 

（A）

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 

− 
 
 

；（B）

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 − 

；（C）

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 − 

；（D）

1 0 0

0 1 0

0 0 0

− 
 

− 
 
 

. 

【分析】 应选（B）.因为矩阵 A 及其选项中的矩阵均为实对称矩阵，为判定与 A

合同的矩阵，根据定理 7.7，应当首先求出矩阵 A 的秩及其正惯性指数. 

【解】方法一. 由 A 构成二次型，并用配方法得 

( )
22 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 2 3 3 1 2 34 2 2 6 6T x x x x x x x y yx yf x − + + = − − + = −= +X AX = ， 

可见 A 的秩为 3，正惯性指数为 2，而选项中只有（B）的秩为 3，正惯性指数为 2.故应

选（B）. 

方法二. 用初等变换法化 A 为对角阵，可得 

3 2

3 2

2

2

1 0 0 1 0 0

0 1 2 0 1 0

0 2 2 0 0 6

r r

c c

+

+

   
   

= − ⎯⎯⎯→ −   
   
   

A  

可见 A 的秩为 3，正惯性指数为 2，而选项中只有（B）的秩为 3，正惯性指数为 2，故

应选（B）. 

方法三. 直接求出 A 的特征值，由 

( )( )( )

1 0 0

0 1 2 1 2 3

0 2 2



    



−

− = + − = − + −

− −

E A ， 

可见 A 的特征值为1, 2,3− ，从而 A 的秩为 3，正惯性指数为 2，而选项中只有（B）的秩

为为 3，正惯性指数为 2.故应选（B）. 

 

三、  回顾和小结 

小 结： 

    1. 二次型的秩、惯性指数、符号差、规范形的概念;       

2. 二次型的惯性定理; 

3. 求规范形的方法。 

 

 

四、  复习思考与作业 

思考题：通过中国大学生慕课 Mooc发布在线讨论 



1.任意的二次型都可以化为规范形吗？ 

2.二次型化成规范形有什么意义？ 

作业题： 

习题 7.3：4、5、6 

通过北化在线发布本次课程的小测 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第（26）次授课 

教学章节 第二章  第 7.4 节 学时 2 学时 

教材和 
参考书 

7. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教学

用书） 

8. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

9. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

10. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley 

Cambridge Press，2009. （教学参考） 

11. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. 

（教学参考） 

12. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

4. 教学目的：掌握正定、负定的定义；判断二次型是否是正定、负定； 

5. 教学重点：二次型正定的判断； 

6. 教学难点：应用等价性质判断二次型的正定性. 

5. 教学内容：二次型的正定性； 

6. 时间安排：2学时； 

7. 教学方法：讲授与讨论相结合； 

8. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.复习正定性的概念性质； 

2.探寻什么样的二次型是正定的。 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：是否存在一个二次型，无论变量如何，值永远为正？ 

② 提问预习结果：正定二次型的几何含义？ 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

   基本内容 教学反思 

一、 浸入式学习与价值引领 

7.4 二次型的正定性 

正定二次型在实二次型的研究内容中占有举足轻重的地位，本节给出相应

的定义和常见的判别方法. 

定义 7.8（正定二次型和正定矩阵） 设有实二次型 Tf = x Ax， A 为 f 的矩

阵. 对任意的  0x ， 

（1）若恒有 0f  ，则称 f 为正定二次型（positive definite quadratic form），

并称实对称矩阵 A 为正定矩阵（positive definite matrix）． 

（2）若恒有 0f  ，则称 f 为半正定二次型（positive semidefinite quadratic 

form），并称实对称矩阵 A 为半正定矩阵（positive semidefinite matrix）．  

（3）若 f 的值有时为正有时为负，则称为不定二次型（indefinite quadratic 

form），并称实对称矩阵 A 为不定矩阵（indefinite matrix）． 

【例 7.15】判断下列实二次型的正定性，并说明理由. 

（1） ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4f x x x x x x= + + . 

（2） ( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3, , , 2 3 4f x x x x x x x= + + . 

（3） ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4f x x x x x x= − + . 

【解】（1）是正定二次型.因为，在实数范围内，对任意的 ( )1 2 3, ,
T

x x x=x ，

都有 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4 0f x x x x x x= + +  . 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



并且若 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4 0f x x x x x x= + + = ，则必有 1 2 3 0x x x= = = ，即 = 0x ； 

反之，若 = 0x ，即 1 2 3 0x x x= = = 时，则必有 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4 0f x x x x x x= + + = . 

这意味着，对任意的  0x ，都有 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 2 3 4 0f x x x x x x= + +  成立. 

（ 2 ）半 正定二次 型 . 因 为 ，尽管在 实数范围 内，对任 意的

( )1 2 3 4, , ,
T

x x x x=x ，有 ( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3, , , 2 3 4 0f x x x x x x x= + +  . 

但是，若 ( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3, , , 2 3 4 0f x x x x x x x= + + = ，则必有 1 2 3 40,x x x x k= = = = ，

k 为 任 意 常 数 ， 这 意 味 着 存 在 ( )0,0,0,k=  0x ， 使 得

( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3, , , 2 3 4 0f x x x x x x x= + + = 成 立 . 换 言 之 ， 对 任 意 的  0x ， 都 有

( ) 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3, , , 2 3 4 0f x x x x x x x= + +  成立. 

（3）不定二次型.因为，若取 ( )1,0,0 ,
T

=  0x 则 ( )1 2 3, , 2 0f x x x =  ；若取

( )0,1,0 ,
T

=  0x 则 ( )1 2 3, , 3 0f x x x = −  .这意味着, f 的值有时为正有时为负. 

【例 7.16】二次型 ( )1 2

1 1

, , ,
n n

i jn ij

i j

f x x x a x x
= =

= 为正定的必要条件是 0iia  . 

【证】因为 A 是正定矩阵，所以对于非零列向量 i=  0x e ，其中 i
e 是第 i 个

分量为 1 其余分量为 0 的 n 维单位列向量， ( )0, ,1, ,0 0iif a=  . 

【例 7.17】 设 A 为实对称矩阵，证明 A 为半正定的充要条件是对任意实数

0,t t +E A是正定的. 

【 证 】 对 于 任 意 的 x ， 有 ( )T T Tt t+ =x E A x x x + x Ax .                  

（7.15） 

必要性.若 A 是半正定的，则对任意的 0x ，有 0T x Ax .另外对任意的实

数 0t  ，又有 > 0Ttx x ，于是由式（7.15）可知， ( ) > 0T T Tt t+ =x E A x x x + x Ax .

所以 t +E A是正定的. 
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充分性.反之，若对任意实数 0,t t +E A是正定的，则由式（7.15）可知，对

于任意的 0x ，有 

> 0T Ttx x + x Ax . 

注意到 Ttx x 与 Tx Ax 都是实数，在上式中，当 0t +→ 时取极限，便得

0T x Ax ，所以 A 是半正定的. 

一般来说，从定义出发判定一个二次型的正定性是不够的.下面给出更为有

效和针对性的方法. 

定理 7.9 设 ( ) T

n
f x x x

1 2
, , , x Ax= 是 n 元实二次型，则下列命题等价： 

（1） Tf x Ax= 是正定二次型（或 A 是正定矩阵）. 

（2） f 的矩阵 A 的特征值全为正. 

（3） f 的标准形的 n 个系数全为正. 

（4） f 的正惯性指数为 n . 

（5） f 的矩阵 A 与 E 合同. 

（6）存在可逆矩阵B ，使得 T=A B B . 

（7） A 的各阶顺序主子式都为正，即 

0 0 0 0
n

a a a
a a

a a a a
a a

a a a

11 12 13

11 12

1 11 2 3 21 22 23

21 22

31 32 33

, , , , .A =   =   =   = 

其中 0

k

k

k k

k

kk

a a a

a a a

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

 =  为 A 的 k 阶顺序主子式, 1, 2, ,k n= . 

【证】这里采用循环法证明 ( )1 到 ( )6 ，并略去 ( )7 的证明. 

( ) ( )1 2 .由实二次型的性质可知，存在正交变换 =x Q y ，化二次型
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Tf = x Ax 为标准形 

 2 2 2

1 1 2 2 n nf y y y  = + + + ，其中 1 2, , , n   为 A的特征值. 

因为 f 是正定矩阵，所以对于非零列向量

0

1

0

i

 
 
 
 = = = 
 
 
 
 

0x Qy Qe Q ，其中 i
e

是第 i 个分量为 1 其余分量为 0 的 n 维单位列向量，必有 0if =  1, 2, ,i n= . 

(2) (3) (4) (5)   .由定理 7.5 和 7.7 立即可得. 

( ) ( )5 6 .由 A 与 E 合同，必存在可逆矩阵C ，使 T =C AC E ，从而

( ) ( )
1

1 1 1
T

T
−

− − −= =A C EC C C ， 

令 1−=B C ，于是可得 T=A B B . 

( ) ( )6 1 .对任意的实 n 维非零列向量 x，由B 可逆知，  0Bx ，于是 

( ) ( ) 0
TT T TX= = x Ax B Bx Bx Bx ， 

故 Tf x Ax= 是正定二次型（或 A 是正定矩阵）.▌ 

【例 7.18】 n 元实二次型 Tf x Ax= 为正定二次型，则下列结论不成立的是

（    ）. 

（A）A 的 n 个特征值均大于零；（B）A 的 n 个特征值互异；（C） 0A ；

（D） 0A .【解】根据定理 7.9 立即可得，应选（B）. 

【例 7.19】设 A 为 3 阶实对称矩阵，且满足条件 22A A O+ = ,已知 A 的秩为

( ) 2R A = ．当 k 为何值时，矩阵 kA E+ 为正定矩阵，其中 E 为 3 阶单位矩阵． 

【解】因为 T T Tk k k( ) ( )A E A E A E+ = + = + ，所以矩阵 kA E+ 为实对称矩

阵． 

设  为 A 的任一个特征值，则由 22A A O+ = 可得 2 2 0 + = ．于是

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2, 0 = − = ．又因为实对称矩阵必可对角化，而 ( ) 2R A = ，因此矩阵 A 的全部

特 征 值 为 1 2 32, 0  = = − = ． 又 kA E+ 的 全 部 特 征 值 为

1 2 32 ,k k  = = − + = ．于是当 2k  时，矩阵 kA E+ 的全部特征值大于零，故此

时 kA E+ 为正定矩阵． 

【例 7.20】设 A 与B 都是 n 阶正定矩阵，证明： 

（1） AB 特征值全大于零. 

（2）若 AB BA= ，则 AB 是正定矩阵. 

【证】（1）因为 A 与B 都是 n 阶正定矩阵，所以存在可逆矩阵 P 和Q ，使得

T T
,A P P B Q Q= = .于是 

T T T T T T T1 1
( ) ( )( ) ( ) ( )Q AB Q Q P P Q Q Q QP PQ PQ PQ

− −= = = ． 

又 TPQ 是可逆矩阵，从而矩阵 T T TD ( ) ( )PQ PQ= 是正定矩阵，它的所有特征

值大于零，由上式可知， AB 与 D相似，故 AB 的特征值全大于零. 

（2）因为 T T T
( )AB B A BA AB= = = ，所以 AB 为实对称矩阵.又由（1）知，

AB 的特征值全为正数，故 AB 是正定矩阵. ▌ 

事实上，有关二次型的正定性，还有负定、半负定的概念以及相应的判定方

法. 

定义 7.9 (负定二次型和负定矩阵) 设有实二次型 Tf x Ax= ，A 为 f 的矩阵. 

对任意的  0x ， 

（1）若恒有 0f  ，则称 f 为负定二次型（negative idefinite quadratic form），

并称实对称矩阵 A 为负定矩阵（negative idefinite matrix）． 

（2）若恒有 0f  ，则称 f 为半负定二次型（negative semidefinite quadratic 

form），并称实对称矩阵 A 为半负定矩阵 negative semidefinite matrix）．  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

课堂讨论 
同学们小
组讨论正
定矩阵的
特征值的
特点？慕
课平台回
答讨论结

果。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



显然，二次型 Tf x Ax= 是负定的充要条件是 Tf x Ax− = − 是正定二次型.于

是有如下定理. 

定理 7.10 设 ( ) T

n
f x x x

1 2
, , , x Ax= 是 n 元实二次型，则下列命题等价： 

（1） Tf x Ax= 是负定二次型（或 A 是负定矩阵）. 

（2） f 的矩阵 A 的特征值全为负. 

（3） f 的标准形的 n 个系数全为负. 

（4） f 的负惯性指数为 n . 

（5） f 的矩阵 A 与 E− 合同. 

（7）存在可逆矩阵B ，使得 T= −A B B . 

（8） A 的奇数阶顺序主子式都为负，偶数阶顺序主子式都为正，即 

( )

k

kk

k

k k kk

a a a

a a
k

a

a a a

n

11 12 1

21 22 2

1 2

1 0, 1,2, , = −  = . 

【例 7.21】设二次型 ( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2f x x x a x x x x x x x x x= + + + + − ，问 

（1） a 满足什么条件时， f 是正定的； 

（2） a 满足什么条件时， f 是负定的. 

【解】 f 的矩阵为

1 1

1 1

1 1

a

a

a

 
 

− 
 − 

A = ，下面采用主子式的判别方法. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



（1） 令

( ) ( )

1 11

2

2

2

3

0,

1
1 0,

1

1 1

1 1 1 2 0,

1 1

a a

a
a

a

a

a a a

a




 = = 


 = = − 



 = − = + − 


−

解得 2a  ， 

所以当且仅当 2a  时， f 是正定的. 

（2） 令

( ) ( )

1 11

2

2

2

3

0,

1
1 0,

1

1 1

1 1 1 2 0,

1 1

a a

a
a

a

a

a a a

a




 = = 


 = = − 



 = − = + − 


−

解得 1a  − ， 

所以当且仅当 1a  − 时， f 是负定的. 

 

 

 

一、 回顾和小结 

1.复习正定、负定的定义 

2. 正定、负定二次型的等价性质;        

四、  复习思考与作业 

思考题： 

如果 A 为 n 阶正定矩阵，则存在 n 阶正定矩阵 B ，使得
2

A = B 吗？ 

作业题： 

北化在线发布作业和测试 

 

 



第（27）次授课 

 

教学章节 第七章  第 7.5 节 学时 2 学时 

教材和 
参考书 

13. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教

学用书） 

14. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

15. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

16. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley 

Cambridge Press，2009. （教学参考） 

17. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. 

（教学参考） 

18. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

7. 教学目的：掌握用二次型的一些应用；了解用计算软件解决的一些实例； 

8. 教学重点：二次型的应用； 

9. 教学难点：应用二次型解决相关问题. 

9. 教学内容：二次型的应用及其计算软件举例； 

10. 时间安排：2 学时； 

11. 教学方法：讲授与讨论相结合； 

12. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.查找二次型的相关应用 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

① 启发式提问引起课堂讨论：二次型有哪些应用？ 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

   基本内容 教学反思 

一、 浸入式学习与价值引领 

7.5 二次型应用及其及其计算软件举例 

【例 7.22】 （二次曲线和二次曲面分类）为方便，首先给出如下常见的二

次曲线和二次曲面在直角坐标系下的标准方程以及对应二次型的秩、正定性和

正负惯性指数. 

序

号 曲线或曲面的标准方程 

曲线或曲

面的名称 

对应二次

型的秩 

对应二次

型的正定

性 

正、负

惯性指

数 

1 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  椭圆曲线 2 正定 2, 0 

2 
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 或

2 2

2 2
1

x y

a b
− + =  双曲线 2 不定 1，1 

3 
2 2

2 2
, 0

x y
c c

a b
+ =   椭圆柱面 2 半正定 2， 0 

4 

2 2

2 2
, 0

x y
c c

a b
− =  或

2 2

2 2
, 0

x y
c c

a b
− + =   

双曲柱面 2 不定 1， 1 

5 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =  

 

椭球面 

 

3 

 

正定 

 

3， 0 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 或

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
− + =  

或
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
− + + =  

单叶双曲

面 

3 不定 2,  1 

7 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
− − = 或

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
− + − =  

或
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
− − + =  

双叶双曲

面 

3 不定 1， 2 

8 
2 2

2

2 2
0

x y
z

a b
+ − =  锥面 3 不定 2, 1 

*事实上，给定一个二次曲面（或者二次曲线）在任意直角坐标系下的方程，

都可以通过可逆的线性变换，把它化成标准方程.有关这一点，简单说明如下： 

已给二次曲面 S 的一般方程： 

( ) 2 2 2

11 22 33 12 13 23

1 2 3

, , 2 2 2

2 2 2 0.

F x y z a x a y a z a xy a xz a yz

b x b y b z d

= + + + + +

+ + + + =
        

（7.16） 

记 

( ) 2 2 2

11 22 33 12 13 23, , 2 2 2 Tx y z a x a y a z a xy a xz a yz = + + + + + = X AX,    

（7.17） 

这里 ( ), ,
T

x y zX = ，
11 12 13

12 22 23

13 23 33

 
 
 
 
 

a a a

A = a a a

a a a

. 

令 =X PY ， ( ), ,
T

x y zY = ， ( )1 2 3, ,P =    ，其中 ( )1,2,3i i = 是 A 的对应于特征

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能力培养 

培养学生

的计算能

力。 

 

 

前测： 

请同学们

试着写出

三阶所知

道的二次

曲面的方

程，雨课

堂回答。

培养学生

思 维 能

力。 
 
 



值 1 2 3, ,   的正交特征向量，则方程（7.16）化为 

2 2 2

1 2 3 1 2 32 2 2 0.x y z b x b y b z d  + + + + + + =                

（7.18） 

对式（7.18）左端进行完全配方，得到 

                2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0.x c y c z c c  + + + + + + =                  

其中 1 2 3, , ,c c c c 均为常数.平移坐标原点

1

2

3

,

,

,

x x c

y y c

z z c

 = −


= −


= −

得到式（7.16）的标准形式 

                    2 2 2

1 2 3 0.x y z c  + + + =                             

（7.19） 

式（7.16）中的二次曲面 S 化简后的方程（7.19）称为它的标准方程. 

在对三元二次方程（7.16）化简的过程中，我们得出，把空间二次曲面方程

化成标准形式，首先是只要把它的二次项部分化成只含完全平方项的二次式，然

后再根据平方项系数进行配方后，进行一次坐标系平移.同时还看到，在直角坐

标系下，A 的三个特征值是至关重要的，并且已经证明在化简过程中，它保持不

变，称为曲面 S 的不变量 .在正交线性变换 =X PY 时，正交单位特征向量

1 2 3, ,   从几何角度理解就是新直角坐标系的三个轴的基本向量，以 1 2 3, ,   为

坐标轴时，（7.17）可以去掉交叉项 , ,xy yz xz .一般称这三个方向是二次曲面 S 的

主方向. 

设 A 为 3 阶实对称矩阵，如果 

二次曲面方程 ( ), , 1

x

x y z y

z

 
 

= 
 
 

A 在正交变换 

下的标准方程的图形如图 7-1，则 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



A 的正特征值个数为（    ）.  

(A)  0.         (B) 1.        (C) 2.        (D) 3.       图 7-1 

【答案】 应选(B). 

【 解 】 此 二 次 曲 面 为 旋 转 双 叶 双 曲 面 ， 此 曲 面 的 标 准 方 程 为

2 2 2

2 2
1

x y z

a c

+
− = ．故 A的正特征值个数为 1．故应选(B). 

【例 7.23】设 f x y a x a xy a y2 2

11 12 22
( , ) 2= + + 是正定二次型 .证明：椭圆域

a x a xy a y2 2

11 12 22
2 1+ +  的面积等于

2

11 22 12a a a



−
. 

【解】二次型为 f x y a x a xy a y2 2

11 12 22
( , ) 2= + + 对应的矩阵为 

11 12

12 22

a a

a a

 
=  
 

A . 

设矩阵 A 的特征值为 1 2,  ，则由 f 是正定的，可知， 1 0  ， 2 0  .由二次

型 的 知 识 知 ， 必 在 坐 标 系 的 旋 转 变 换 下 ， 可 将 椭 圆

f x y a x a xy a y2 2

11 12 22
( , ) 2 1= + + = 化成标准方程 

x y 2 2

1 1 2 1
1+ = 或

x y

 

2 2

1 1

2 2

1 2

1

1 1

+ =
   
      
   

. 

因此该椭圆域的面积为  

   



   1 2 1 2

1 1
= . 

又根据 A 的所有特征值之积等于行列式之值，即 2

1 2 11 22 12a a a  = = −A ，从

而该椭圆域的面积为 
2

11 22 12a a a



−
. 

【例 7.24】已知二次曲面方程 2 2 2 2 2 2 4x ay z bxy xz yz+ + + + + = ，可以经过

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

。 
 



正交变换

x

y

z







   
   

=   
   
   

P 化为椭圆柱面方程 2 24 4 + = ，求二次型对应矩阵的特征

值以及 ,a b的值． 

【解】设 ( ) 2 2 2, , 2 2 2f x y z x ay z bxy xz yz= + + + + + ，由题意可知，二次型通

过正交变换化为椭圆柱面方程 2 24 4 + = ，所以 2 24 + 是二次型 ( ), ,f x y z 的

标准形 . 因此标准形中平方项的系数 0,1, 4 即为二次型对应矩阵的特征值

1 2 30, 1, 5.  = = =  又变换前后二次型的矩阵分别为 

1 1

1

1 1 1

b

b a

 
 

=  
 
 

A 和

0 0 0

0 1 0

0 0 4

 
 

=  
 
 

B ． 

由于是正交变换，所以矩阵 A 与 B 相似，因而它们具有相同的迹和相同的行列

式，即 

( ) ( ),

.

tr tr=


=

A B

A B
 

而 

( ) 1 1 2tr a a= + + = +A ， ( ) 0 1 4 5tr B = + + = ， 

2

1 1

1 2 1

1 1 1

b

b a b b= = − −A ，

0 0 0

0 1 0 0

0 0 4

B = = ， 

所以           
2

2 5,

2 1 0.

a

b b

+ =


− − =
  解之得    

3,

1.

a

b

=


=
    

*【例 7.25】将二次曲面 2 2 2 2 4 2 4 5 0x y z xz x y z+ + − + + − − = 化简，并判断

其为何种二次曲面. 

【解】首先将二次项部分化为标准形.令 ( ) 2 2 2 2, , x zx z yy z x + + −= ，则 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   ( ) ( )

1 0 1

, , 0 1 0

1

,

0

,

1

Tx

x

x y z y

z

y z

−  
  

=  
  −  

= XA X . 

由 ( )( )1 2   − = − −E A 得到 A 的特征值是： 1 2 31, 2, 0  = = = .进一步

可得对应于它们的单位正交特征向量分别为： 

( )1 2 3

1 1 1 1
0,1,0 , ,0, , ,0,

2 2 2 2

T T

T    
= = − =   

   
x x x ， 

做正交线性变换 X QY ，其中 ( ), ,
T

X x y z= ， ( )1 2 3, ,Q = x x x ， ( ', ', ')Tx y zY ，

即 

1 1
,

2 2

,

1 1
,

2 2

x y z

y x

z y z


 = +


=


  = − +



 

则二次项部分 ( ) 2 2, , 2x y z x y  = + ，一次项部分 24 52 5 24 4x y z x y+ − − =  + − ，

于是二次曲面方程化为： 

2 22 2 4 2 5 0x y x y   + + + − = . 

根据 , ,x y z  系数进行配方 

( ) ( )
22

1 2 2 10x y + + + = ， 

进行坐标平移变换，令 

1,

2,

,

x x

y y

z z

 = +

 = +

  =


 

二次曲面方程化为 2 22 10x y + = . 显然 S 是椭圆柱面. 

【例 7.26】 （多元函数极值）设 n 元函数 ( )1 2, , , nf x x x 在 ( )0 0 0

0 1 2, , , nx x x x=

的某邻域内有一阶、二阶连续偏导数，并记 ( )
0

0i

i x x

f
f x

x
=


 =


， 1, 2, ,i n= ，

 



( )
0

2

0ij

i j x x

f
f x

x x
=


 =

 
， , 1, 2, ,i j n= . 

定义 7.10（驻点）  若 ( )0 0if x = ， 1, 2, ,i n= ，则称 0x 为函数 ( )1 2, , , nf x x x

的驻点（stationary point）. 

定义 7.11（海森矩阵） 称矩阵 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 0 12 0 1 0

21 0 22 0 2 0

0

1 0 2 0 0

n

n

n n nn

f x f x f x

f x f x f x
H x

f x f x f x

  

  
=

  

为

( )1 2, , , nf x x x 在 ( )0 0 0

0 1 2, , , nx x x x= 的 n 阶海森矩阵（Hesse matrix）. 

根据多元连续函数的性质可知， ( ) ( )ij jif x f x = ， , 1, 2, ,i j n= ，所以海森矩

阵 ( )0H x 是对称矩阵. 

则利用多元函数的泰勒（Taylor）公式可以证明如下结论. 

结论 1 当 ( )0H x 是正定矩阵时， ( )0f x 为 ( )f x 的极小值； 

结论 2 当 ( )0H x 是负定矩阵时， ( )0f x 为 ( )f x 的极大值； 

结论 3 当 ( )0H x 是不定矩阵时， ( )0f x 不是 ( )f x 的极大值； 

结论 4 当 ( )0H x 是半定或半负定矩阵时， ( )0f x 可能是 ( )f x 的极值，也可

能不是 ( )f x 的极值，需要用其他方法来判定. 

【例 7.27】求函数 3

332

3

23121

3

1 333 xxxxxxxxxu +++++= 的极值. 

【解】求偏导数令其为零，解出驻点.  

 

2

1 2 3

1

2

1 2 3

2

2

1 2 3

3

3 3 3 0,

3 3 3 0,

3 3 3 0.

u
x x x

x

u
x x x

x

u
x x x

x

 
= + + =


 

= + + =


 
= + + =



得驻点为 )2,2,2(),0,0,0( 21 −−−PP ． 

求二阶偏导数，得到海赛矩阵.  对每一个驻点，逐一判别. 



因为
2 2 2

12

1 1 2 1 3

6 , 3, 3,
u u u

x
x x x x x

  
= = =

    

2 2 2

2 32 2

2 2 3 3

6 , 3, 6 .
u u u

x x
x x x x

  
= = =

   
 

   对 1P 点，海赛矩阵为
1

0 3 3

( ) 3 0 3

3 3 0

H P

 
 

=  
 
 

，利用顺序主子式方法判定可知，

( )1H P 是不定矩阵，故 )( 1PH 不是函数 ( )1 2 3, ,f x x x 的极值点. 

对 2P 点,海赛矩阵为
2

12 3 3

( ) 3 12 3

3 3 12

H P

− 
 

= − 
 − 

，利用顺序主子式方法判定可

知， )( 2PH 是负定矩阵，故 2P 是函数 ( )1 2 3, ,f x x x 的极大值点, 并且极大值为

12)( 2 =Pu . 

 

【例 7.28】利用 MATLAB 工具求一个正交变换 =x Py ，把二次型 

( )1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4, , , 2 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x x x x x= + − − + +  

化为标准型. 

【解】二次型的矩阵为

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 
 

− =
 −
 
− 

A . 

在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 



 

【例 7.29】利用 MATLAB 工具分析二次型 ( ) 2 2

1 2 1 1 2 2, 3 4 2f x x x x x x= + −  的

正定性及其对应的二次曲面 

【解】应用 Matlab 软件求解此题的结果如下，二次型 f 的图形如图 7-2 所

示.. 

A=[0,1,1,1;1,0,-1,1;1,-1,0,1;-1,1,1,0];  %  输入二次型矩阵 

[P,D]=eig(A)                      %  求矩阵 A 的特征值和特征向量 

%求得结果 

P = 

    0.8125    0.2326    0.5116    0.7830 

    0.3366   -0.5615   -0.2953    0.5919 

    0.3366   -0.5615    0.8069    0.1911 

   -0.3366    0.5615    0.0000    0.0000 

D = 

    0.4142         0         0         0 

         0   -2.4142         0         0 

         0         0    1.0000         0 

         0         0         0    1.0000 

%P 就是所求的正交矩阵，使得
TP AP D= ，令 x py= ，其中 ( )1 4

T
x x x= ，

( )1 4

T
y y y=  

a=sym('[0,1,1,-1;1,0,-1,1;1,-1,0,1;-1,1,1,0]');      %求正交矩阵的精确解 

[v,d]=eig(a)                                %求得 v，d 

v =  

[  1,  1,  1, -1] 

[ -1,  1,  0,  0] 

[ -1,  0,  1,  0] 

[  1,  0,  0,  1]  

d =  

[ -3,  0,  0,  0] 

[  0,  1,  0,  0] 

[  0,  0,  1,  0] 

[  0,  0,  0,  1] 

syms y1 y2 y3 y4            %定义符号变量
1 2 3 4, , ,y y y y  

f=[y1,y2,y3,y4]*d*[y1;y2;y3;y4] 

f =  

y1^2+y2^2+y3^2-3*y4^2       %化简后的二次型为 2 2 2 2

1 2 3 43g y y y y= + − +  



在 MATLAB 命令窗口中输入如下内容： 

 

 

 

图 7-2 

二、 回顾和小结 

1. 二次型与二次曲线的关系 

2. 如何用计算软件解决二次型相关问题;        

三、  复习思考与作业 

思考题： 

将二次曲面方程化简 

: ( , , )S F x y z x y z xy xz yz      x y z    ，  

判断其为何种二次曲面. 

作业题： 

通过北化在线平台发布作业和在线测试 

A=[3 2;2 -2];                       % 输入二次型矩阵 

lamda=eig(A)                      % 求 A 特征值 

lamda =                           % 特征值不全为正，不是正定 

    3.7016 

    -2.7016 

ezmesh(‘3*x1^2+4*x1*x2-2*x2^2’);     % 绘制二次型的对应的二次曲面 



第（28）次授课 

教学章节 复习总结 学时 2 学时 

教材和 
参考书 

19. 姜广峰，崔丽鸿 《线性代数》 高等教育出版社，2015  ；（教

学用书） 

20. 崔丽鸿，姜广峰《线性代导学备考一书通》化学工业出版社，2014.

（习题课用书） 

21. David.C.Lay，线性代数及其应用(英文版)，电子工业出版社，

2010.（教学参考） 

22. Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley 

Cambridge Press，2009. （教学参考） 

23. Jim Hefferon, Linear Algebra, available for free online，2014. 

（教学参考） 

24. 黄廷祝，成孝予, 线性代数与空间解析几何，高等教育出版社，

2008. （教学参考） 

刘三阳等，线性代数，高等教育出版社，2009. （教学参考） 

10.教学目的：复习总结第 1-7章内容 

11.教学重点：相关概念、定理以及计算方法 

12.教学难点：七章内容中的定理与计算 

13.教学内容：1-7章内容； 

14. 时间安排：2学时； 

15. 教学方法：讲授与讨论相结合； 

16. 教学手段：黑板讲解与多媒体演示，雨课堂互动，MOOC 平台讨论+测试。 

教学设计： 

课前：布置预习任务（提出问题，让学生针对问题进行学习和分析）： 

1.复习 1-7章； 

课中检测，并探讨重点、难点知识点 

多种形式的课堂讨论： 

① 对哪一部分比较难理解或者未掌握？ 

课后：（互动过程中及时反馈、及时评价，客观、高效地及时反映学生学习情况） 

1.布置书后作业，北化在线平台提交； 

http://book.douban.com/search/Gilbert%20Strang


2.在北化在线平台完成课后测试； 

3.在微信群、企业微信群、MOOC 平台、线下随时回答解决同学的问题； 

   基本内容 教学反思 

一、 复习讲解 

第 1-5 章阶段性总结： 

第 1 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、矩阵的定义 

2、几种特殊的矩阵 

3、矩阵的加法、数乘、乘法、幂与多项式 

4、矩阵的转置 

5、对称与反对称矩阵 

注意点： 

1、两矩阵可以相乘的条件 

2、矩阵的乘法不满足交换律 

3、矩阵的乘法不满足消去律 

4、AE=EA=A 

5、矩阵多项式中常数项的写法 

6、矩阵乘积的转置—反序律 

常见题型： 

1、矩阵的运算 

2、求矩阵的幂 

3、求逆矩阵 

4、解矩阵方程 

5、有关特殊分块矩阵的题目 

6、有关初等变换与初等矩阵的题目 

 

第 2 章内容提要和常见题型 

知识点： 

8、行列式的定义 

9、行列式的性质 

10、 余子式与代数余子式 

11、 行列式展开定理 

12、 方阵的行列式 

13、 伴随矩阵 

14、 矩阵可逆的充要条件 

注意点： 

7、行列式的拆分性质 

8、行列式展开法则的应用 

课中提问
讨论各个
章节的相
关概念和
计算方法
等 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



9、常用的特殊行列式 

10、 方阵行列式的性质 

11、 伴随矩阵的定义 

12、 伴随矩阵的万能公式 

常见题型： 

1、低阶行列式的运算 

2、一般行列式的计算 

3、方阵的行列式 

4、伴随矩阵性质的应用 

 

第 3 章内容提要和常见题型 

知识点： 

6、矩阵秩的定义 

7、秩的性质 

8、秩的求法 

9、齐次线性方程组解的判定与求解 

10、 非齐次线性方程组的解的判定与求解 

注意点： 

1、齐次、非齐次线性方程组解的情况判定等价条件 

2、行阶梯型矩阵 

3、行简化阶梯型矩阵 

4、始终如一用行初等变换 

常见题型： 

1、求秩相关题目 

2、方程组求解 

3、带参数的方程组解的讨论 

 

第 4 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、向量的概念和计算 

2、线性相关、无关以及表示的定义 

3、向量组的等价 

4、向量组的秩 

5、极大无关组 

注意点： 

1、线性相关、无关以及表示的等价命题 

2、两个等价向量的矩阵表示 

3、向量组等价与矩阵等价的区别 

4、向量组的秩与矩阵的秩的联系 

常见题型： 

6、向量组线性相关性的判定、证明、反问题。 

7、求向量组的秩、极大无关组以及用极大无关组表示其余向量 

8、两个向量组的线性表示的判定、证明、反问题 

9、求向量在基下的坐标 

 
 
 

 
 



10、 求两组基的过度矩阵 

 

第 5 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、齐次线性方程组解的性质、基础解系 

2、非齐次线性方程组解的性质、结构 

注意点： 

4、线性方程组的三种等价形式 

5、齐次与非齐次线性方程组的解的关系 

6、基础解系、基、极大无关组的联系 

常见题型： 

1、求齐次、非齐次方程组的基础解系 

2、已知解的情况，求方程组中的未知参数 

 

第 6 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、特征值与特征向量的概念、性质； 

2、相似矩阵的概念性质； 

3、矩阵相似对角化的条件和方法 

4、实对称矩阵的相似对角化 

注意点： 

1、特征值与特征向量的求解 

2、特征项量均为非零的 

3、并不是所有矩阵都可相似对角化 

4、实对称矩阵一定能相似对角化 

常见题型： 

1、求矩阵的特征值与特征向量 

2、已知特征值或特征向量求矩阵中的参数 

3、求矩阵的相似对角化 

4、已知与矩阵相似的对角阵，求原矩阵 

第 7 章内容提要和常见题型 

知识点： 

1、二次型与对应矩阵的概念 

2、化二次型为标准形的三种方法 

3、二次型的正负惯性指数和规范形 

4、二次型的正定性 

注意点： 

1、二次型的矩阵都是实对称的 

2、二次型都可以经过正交相似变换为标准形 

3、二次型不一定都是正定的 

4、二次型的标准形不唯一，但规范形是唯一的 

5、矩阵等价、相似于合同的区别与联系 

常见题型： 

1、求二次型的标准形 



2、求二次型的正负惯性指数和规范形 

3、已知二次型的标准形，求原二次型中的参数 

 

 

 

 

 

 

 



矩阵中的“0”和“1”

一、什么是矩阵中的“0”？ 一、什么是矩阵中的“1”？

零矩阵O：所有元素全为零的矩阵 单位矩阵E：对角元全为1的对角矩阵

单位矩阵不唯一

AE=EA=A

初等矩阵：单位矩阵施行一次初等变换得到的矩阵

若AB=E，则AB互逆

若AA的转置=E，则A为正交矩阵

|A+E|=0，则-1为A的一个特征值

零矩阵不唯一 相关的算律

不同型的零矩阵不相等 A+O=A

A+（-A）=0

AO=O

AB=O未必有A=O或B=O

AB=AC未必有A=B任何两个零矩阵都相等

矩阵“0”的引申

矩阵“1”的引申意义，请同学们积极探讨

A非零时成立吗？

A可逆时成立吗？

2阶及以上的零矩阵

集体观

1阶零矩阵等同于数0

起点

新冠防疫中的最美的数字：清零！还记得吗？
2020年3月湖北武汉疫情逐步清零，著名主持人
白岩松央视新闻中讲到： 
2020年      
你最喜欢的数字是什么？
相信很多中国人
最喜欢的数字就是 0
它代表着健康、平安
今日春分
桃花灼灼，杨柳青青
湖北连续两日病例0新增
好消息陆续传来
0和春天，都让大家久等了
（以上转自央视新闻）
0，这个春天最美数字！众志成城，抗击疫情，
让我们继续加油！请同学们结合疫情及线上教
学，谈谈对矩阵“O”的认识吧，谢谢！

没有 

占位 

精度

哲理

科学意义



13. 申报一流课程时的说课视频（剪辑前的，12 分钟） 
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